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Resumen

Dado un subgrupo discreto I' de PSL(2,R) con cociente compacto, presentamos un
método de discretizacion del Movimiento Browniano en el Plano Hiperbdlico, me-
diante el cual se obtiene una probabilidad i de soporte en I' para la cual la medida
visual es estacionaria. Obtenemos ademas que dicha probabilidad tiene momento
exponencial finito.

Abstract

Given a dicrete subgroup I' of PSL(2,R) with compact quotient, we present a dis-
cretization procedure applied to Brownian Motion in Hyperbolic Plane, that allows
to construct a probability measure p supported in I' for which the visual measure
is stationary. We obtain also that this probability measure has finite exponential
moment.
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Introduccion

En un articulo reciente ([LNP21, Teorema A.1]) se demuestra que dado un subgrupo
discreto I' de PSL(2,R) convexo-cocompacto, se puede construir una probabilidad
i con soporte I' para la cual la medida de Patterson-Sullivan es estacionaria y
que ademés dicha medida tiene momento exponencial finito. La existencia y primer
momento finito en el caso convexo-cocompacto fue probada previamente en [CMO7h].

La existencia de una tal medida p fue probada en primera instancia por Fursten-
berg para el caso cocompacto ([Fur7l]) mediante un método de discretizacién del
Movimiento Browniano. En dicho articulo el autor obtiene primer momento finito.
Motiva este trabajo la extencion del método de discretizacion de Furstenberg al caso
convexo-cocompacto para asi reobtener el teorema de [LNP21].

En este trabajo se presenta el método de discretizacion del Movimiento Browniano
en el plano hiperbdlico para el caso cocompacto y se demuestra la existencia de la
medida g con momento exponencial finito.

En el capitulo primero presentamos algunas nociones basicas de geometria hiperbdli-
ca plana. Introducimos también la medida visual, y resultados basicos sobre funcio-
nes armonicas.

En el capitulo segundo introducimos a los grupos fuchsianos, junto con algunas de
sus propiedades més elementales. Presentamos el Teorema del Poligono de Poincaré,
con este mostramos como contruir un teselado del disco hiperbdlico por poligonos
de p lados a g por vértice. El grupo asociado a dicho teselado aparece mas adelante
en el ejemplo de Kosenko.

En el capitulo tercero vemos como a partir de una probabilidad en PSL(2,R) se
construye una caminata en PSL(2,R) y relacionamos la medida estacionaria de la
probabilidad con la medida de salida de la caminata. Probamos la convergencia al
borde de dicha caminata bajo ciertas hipdtesis poco restrictivas. Estos resultados no
son esenciales para el objetivo del trabajo, pero ayudan a poner dicho objetivo en
el contexto de una area matematica mas grande. Por 1ltimo se presenta el ejemplo
de Kosenko, este es una caminata en un grupo fuchsiano cocompacto con medida
estacionaria singular respecto de la medida visual.

En el capitulo cuarto se enuncia el teorema principal a probar en este trabajo (Teo-
rema [4.1)). También comentamos sobre consecuencias y generalizaciones.

En el capitulo quinto se introduce el Movimiento Browniano en el plano hiperbdélico
junto con algunas propiedades elementales y otras que seran de utilidad posterior-
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mente para la prueba del Teorema [4.1, como por ejemplo, el momento exponencial
del didmetro (Proposicién [5.13]).

En el capitulo sexto es el capitulo medular de este trabajo, en él se presenta el
método de discretizacién del Movimiento Browniano, que resumimos en el Lema
6.1} El capitulo estd dedicado a probar dicho lema.

En el capitulo sexto mostramos como finalizar la prueba del Teorema [4.1] con los
resultados obtenidos hasta entonces.

Por 1ltimo se incluye un apéndice con algunas pruebas y referencias sobre nociones
y resultados probabilisticos que son utilizados a lo largo del trabajo.






Capitulo 1

Meétrica hiperbdlica

1.1. Definicién y propiedades basicas

En esta seccion presentaremos brevemente dos modelos de geometria hiperbdlica,
a saber, el semiplano de Poincaré y el disco hiperbolico. Veremos sus propiedades
més importantes, y otras que nos serviran mas adelante cuando trabajemos con el
Movimiento Browniano Hiperbdlico. Por referencias se pueden consultar [Kra04],
[Kat92] y [Dal07].

1.1.1. Isometrias

Definicion 1.1. El disco hiperbolico es D munido de la métrica riemanniana, que
llamamos hiperbdlica, o de Poincaré:
2

1—”2<v,w), Yo, w e C =T,D.
— |z

Recordamos que mediante el lema de Schwarz-Pick, se determinan los automorfismos
(f : D — D holomorfa y biyectiva), resulta

Aut(D) = {ewa——_z 0 eR ac ]D)}.
1 —-az

La importancia de esto en lo que sigue es que los automorfismos son exactamente
las isometrias que preservan orientacion:

Proposicién 1.2. Isom™ (D) = Aut(D).

Consideremos ahora H := {x +iy € C: x € R, y > 0}, el mapa ¢ : H — D dado
por

11—z

i+ 2z

es holomorfo y biyectivo. Podemos llevar la métrica de D a H mediante el pullback,
para obtener:

d(2) =




CAPITULO 1. METRICA HIPERBOLICA

Definicién 1.3. El semiplano de Poincaré es H := {z +iy € C : z € R, y > 0}
munido con la métrica riemanniana
1
Im(2)?

(v,w), Yv,we C=T,H.

Ademads, conjugando por el mapa ® obtenemos

az+b
cz+d

Proposicién 1.4. Isom™ (H) = { ca,b,c,d € R, ad — be = 1} .

Counsideremos ahora

SL(2,R) = {(CCL 2) ca,b,c,d € R tales que ad — bc = 1}

d cz+d
De esta manera se identifica Isom™ (H) con

b
El mapa (i b) — Gz es un morfismos de grupos, y su nucleo es {Id, —1d}.0

PSL(2,R) = SLZR) ) oy,

Proposicién 1.5. SL(2,R) = <<(1) _01> , <(1) Zl)) beR, (g\ )\91> A > 0>.

En otras palabras, toda isometria de H resulta de componer una cantidad finita de
veces isometrias positiva de la forma:

1
1. 2z —» ——,
z

2. z — Az para A > 0,

3. z— z+ Il paral € R.

El grupo PSL(2,R) actia naturalmente en H por isometrias mediante

a b az+b
z=—"
c d cz+d

esta accion es transitiva pero podemos precisar mas.

El fibrado tangente unitario de H es
T'H = {(2,v) : z € H ,v € C tal que |v| = Im(2)}.

b\’ 1
Como (az i ) = EETis tenemos que PSL(2, R) acttia en T'H por
cz

(i Z) (z,0) = (Zifl (c? i d)2> '

El hecho notable de esta accion es que
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Proposicién 1.6. La accién de PSL(2,R) en T'H es transitiva y fiel, por tanto,
PSL(2,R) ~ T'H.

Observacién 1.7. El borde de H es 0H = R U {oo}, y la accién de PSL(2,R) en

H se extiende al borde naturalmente poniendo —— = 0y oo = A\.ooc = oo + [ para

todos A > 0, [ € R. Esta accién es por difeomorfismos y ademads es transitiva.

Proposicién 1.8 (Clasificacién de isometrias).
Sea ¢ una isometria de H, pasa una y sélo una de las siguientes alternativas

1. ¢ fija un punto de H, decimos que g es eliptica.
2. g fija un punto de JHl, decimos que g es parabdlica.

3. ¢ fija dos puntos de OHl, decimos que g es hiperbdlica.

1.1.2. Geodésicas

Definimos una distancia en H (o D) a partir de la métrica hiperbdlica, de manera
usual.

Definicién 1.9. Dados z,w € H (o D) podemos definir su distancia (hiperbdlica)
como

distg(z, w) = nf{lg(y) : 7 es una curva que une z con w}, (1.1.1)

donde

b /
t
lu(y) = /a %dt, es la longitud de la curva v : [a, b] — H.

Cuando no haya lugar a confusiones omitiremos el subindice en disty y lg.

Definicién 1.10. Decimos que una curva 7 : [a,b] — H es una geodésica si:

= YOl =1 Vt€la,]

» Dado t € [a,b) existe 6 > 0 tal quesit < s < t+9 se tiene: distg(y(t),v(s)) =
(V]is) = [t — .

A partir de la definicién se puede verificar que:

Proposicién 1.11. La curva vy : (—o0o, +00) — H tal que y(t) = ie’, es una geodési-
ca de H. Cumple 7(0) =7y 7/(t) = i y en particular

distg(i,ie') = |[t| Vt € R.

Usando que PSL(2,R) actiia transitivamente en T'H, y que conocemos explicita-
mente Isom™ (D) se consigue
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Proposicién 1.12.

—_

) o |[z—w| |z—w|?
disty(z, w) = log (2\/Im(z)1m(w) + \/4]m(z)lm(w) + 1> Vz,we H

[z—w]|

1+

. distp(z, w) = log (1 ﬁzif,”") Vz,w € D.

T 1z

. Para todo z € Hy v € C con |v] = I'm(z), existe una tnica geodésica que

pasa por z con velocidad v.

. Para todos z,w € H existe una tnica geodésica que une z con w.

Con la métrica de hiperbdlica, H y D son geodésicamente completo.

(H, disty) y (D, disty) son espacios métricos completosﬂ, ademads la topologia
es la heredada de R2.

Un hecho importante sobre las isometrias hiperbdlicas es que al ser transformaciones
de Mobius, preservan la familia de circulos y rectas.

Proposiciéon 1.13. Tanto las isometrias de H como las de D, mandan rectas y
circulos en rectas y circulos.

Obtenemos asi una imagen clara de las geodésicas en estos espacios.

Corolario 1.14.

En H las geodésicas son las semirrectas y semicirculos perpendiculares a R.

En D las geodésicas son los didmetros y semicirculos perpendiculares a S*.

Algunas propiedades geométricas basicas, son las siguientes

Proposicién 1.15.

1.

Dada una geodésica v y un punto a € D existe una unica geodésica que pasa
por a y es perpendicular a 7.

. Sia,b, c € D satisfacen d(a, c) = d(a,b) + d(b, ¢) entonces a,b y c estan alinea-

dos, es decir, hay una geodésica que pasa por los tres puntos.

. Dadas dos geodésicas que no se intersecan, existe una unica geodésica que es

perpendicular comin y que realiza la distancia entre las geodésicas.
Si 1,72 son geodésicas,

w d(71(t),72(t)) = O(e™*) o de lo contrario,
= d(mi(t),72(t)) = O(e")

1Se puede lidiar directamente con la definiciones, o se puede aplicar Hopf-Rinow por el item
anterior.

10



CAPITULO 1. METRICA HIPERBOLICA

1.1.3. Perimetro, area y curvatura

Una cuenta muestra que Dp(0,7) = D(0,tanh(r/2)), de donde los discos con la
métrica hiperbdlica son también discos euclideos, sin embargo, no es cierto que
tengan el mismo centro.

Tenemos entonces que el perimetro (hiperbélico) de un disco (hiperbdlico) de radio
r > 0 esta dado por
47 tanh(r/2)

Per(Dp(z,r)) = I~ tanh(r/2)? = 2w sinh(r).

Vemos entonces que para r chico, el perimetro hiperbédlico se aproxima al euclideo:
Per(Dp(z,r)) =~ 27r.

Dado una regiéon U C D definimos su area (hiperbdlica) como
) 4dxdy

Area(U) = .

0= ), T

En particular obtenemos

/ _ dr(tanh(r/2))?
Area(Dp(o,7)) = 1 —tanh(r/2)?

27(cosh(r) — 1). (1.1.2)

Otra vez el area hiperbdlica se aproxima a la euclidea para valores de r cercanos a
cero: Area(Dp(o,1)) ~ 7.

Sin embargo, contrariamente al caso euclidiano
Per(Dp(o,7))

fim - =
r—=+oo Area(Dp(o, 1))

Podemos escoger las siguientes coordenadas polares geodésicas en ID
(p,0) — tanh(p/2)e”,
el pullback de la métrica hiperbdlica por estas coordenadas es
dp? + sinh?(p)d6>.
Recuperamos con esta métrica las féormulas para el perimetro y el area vistas ante-
riormente. Pero ademas podemos decir algo acerca de la curvatura:

Proposicién 1.16. La curvatura gaussiana de la métrica hiperbdlica es K = —1.

Demostracion. En coordenadas polares geodésicas, tenemos £ =1, F =0y G =
sinh(p)?. Luego

9,/C)

k="

=1

11
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1.1.4. Tridangulos, poligonos y Gauss-Bonnet

Definicién 1.17. Un poligono P en D es un convexo, cerrado tal que para todo
2z € JP existe un entorno U de manera que U NJP es una unién finita de segmentos
geodésicos. Notemos que admitimos de esta manera que la clausura de P en D tenga
interseccién no vacia con 0.

Un lado de un poligono P es un segmento geodésico maximal contenido en 9P.
Un vértice es un punto en z € D tal que se tiene alguna de las siguientes

i) pertenece la interseccién de dos lados.

ii) es punto limite comun de dos lados (vértice ideal).

El angulo del poligono en cada vértice se define como el dangulo que forman las
geodésicas que determinan el vértice. Para vértices ideales el angulo es cero.

A modo de contraste con el caso euclidiano, tenemos

Proposicion 1.18.

1. Si~,...,7, son los dngulos de un poligono de n lados
Z i < (n —2)m.
i=1

2. No hay bigonos (poligono de 2 lados).
3. No hay cuadrados (poligonos de cuatro lados con dngulos rectos).
4. Dos geodésicas tienen una unica geodésica ortogonal comun.

5. Si dos tridngulos tienen los mismos angulos, existe una isometria que lleva un
triangulo en otro.

6. (Gauss-Bonnet) Sea T' un tridngulo con dngulos «, 3,y > 0, entonces
Area(T) =7 —~v —a — f3.

7. (Método de continuidad) Para todos «, 8,7 > 0 tal que a+ 5+~ < 7/2 existe
un tridangulo con angulos o, 8y 7.

Relacionado con el item 5, podemos determinar la longitud de los lados de un
tridngulo a partir de sus dngulos, mediante la siguiente

Teorema 1.19 (Ley del coseno hiperbdlico).
Sea 1" un triangulo con angulos interiores «, 3 y 7. Si a es el lado opuesto a «
tenemos

cos(a) = — cos(f3) cos(y) + sen(3) sen(y) cosh(a).

12
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A partir de Gauss-Bonnet, deducimos una propiedad geométrica que es caracteristica
de la hiperbolicidad.

Teorema 1.20. (d-hiperbolicidad)
Existe 6 > 0 tal que para cualquier triangulo, todo punto sobre alguno de sus lados
esta a distancia menor que d de los otros dos lados.

Demostracion. Si para cada 0 > 0 encontramos un triangulo 75 y un punto p sobre
uno de sus lados [, tal que el punto esta a distancia mayor que d de los otros dos
lados, entonces el disco (en la métrica hiperbdlica) centrado en p de radio ¢ tiene
como diametro a [ y por tanto un semidisco estd contenido en el triangulo. De esta
manera

Area(Ty) > m(cosh(8) — 1) — +oo,

lo que es absurdo pues por Gauss-Bonnet 7 es una cota uniforme para el area de
todos los triangulos.

O

1.2. Medida visual

En esta seccién presentamos la medida visual de manera geométrica, més adelante
veremos que ésta es la distribucion limite del Movimiento Browniano Hiperbdlico

(Proposicién [5.18)).
Queremos entender lo siguiente: si nos paramos en un punto del disco D y miramos

hacia el infinito, i.e., hacia el borde ;siempre vemos lo mismo? si no, jcémo cambia
lo que vemos con el punto?

Para entender esto podemos dividir el “horizonte” en sectores y deslizar pelotitas
con velocidad constante en distintas direcciones. Registramos cada vez el sector al
cual la pelotita se fue. En el limite obtenemos una probabilidad en el “horizonte”.

En esta seccién formalizaremos esto, la idea es asociarle a cada punto una proba-
bilidad en S* (el borde del disco), que vamos a llamar medida visual. Continuando
la intuicion anterior, esta es la probabilidad de que una pelotita termine en cierta
regiéon del borde.

Para todo p € D tenemos,
1m . _ 27 _ 2
T,D={veC:fv]=1—|p["} =D(0,1-[p]) CC,
luego T;]D) tiene una unica probabilidad invariante por rotaciones:

1

= ————5:, donde m denota la medida de Lebesgue en D(0,1 — Ip|?).
2m(1 = [pl?)

mp

Definimos para cualquier geodésica v : R — H, sus extremos como

— 17 1
Voo = tlg:noorY(t) €S )

13
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los extremos determinan la geodésica a menos del sentido.

Consideramos ahora ¢ : T,D — S como:
0" (V) = V400, donde 7 es la tinica geodésica con v(0) = p, y 7'(0) = v.
Definicién 1.21. La medida visual en p € D es 0, = ¢?m,,.

Para lo que sigue vale la pena hacer una observacion previa.

Proposicién 1.22.
1. O4p = 9.0,

2. 0,, << 6, vy ademds djg'p &) =1g'(&)| V€ e St
P

3. 0y es la medida de Lebesgue en S*
Demostracion.
1. Por definicién ¢.¢%(v) = ¢*(d,g(v)), luego dado E es conjunto medible de S*
() g E)={veT,D:py(v) €9 .E} =
={veT,D:g.p,(v) € E} =
={v € T;D : py(dypg(v)) € E} =

={w € Ty, D : pgp(w) € B} = (¢*)7'(E).

2. Que 0,, << 8, es una consecuencia del item anterior y de que g es un difeo-
morfismo. Para calcular la derivada, tomamos f € C(S?) luego

o f(f)deg.p(g) = o f(é)dg*ep(f) =

- [ 1o ©lase).

3. Aplicando el item 1 a las rotaciones, obtenemos que #;, es una probabilidad
invariante por rotaciones, por tanto es la medida de Lebesgue en S*.

14
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Deducimos de la proposicién que 6, << 8, para todos p,q € D y que ademas

do
— =g , donde g € lsom es tal que manda g en p.
dep 13 '(€)], dond Isom™ (D 1 d
q
Definicién 1.23. (Nucleo de Poisson) Este es
do, 1—|2)? N
P = = D .
En efecto, tomando
g(w) = 12__;; € Isom™ (D),
tenemos que g manda 0 en z y |¢'(§)| = lléiljj

Observacién 1.24.

.. . ; 71—z
Podemos trasladar todas estas definiciones a H por la isometria z —

i+ 2z

En la siguiente seccién veremos la relevancia del nicleo de Poisson.

1.3. Armonicidad y Laplaciano

Introducimos la idea de armonicidad y del Laplaciano en regiones del plano, junto
con algunas propiedades basicas que en la proxima seccién nos permitiran probar la
Desigualdad de Harnack (Teorema , pieza clave para el método de discretiza-
ci6én. Se puede consultar por ejemplo el libro de Ahlfors [AhI79] por pruebas y otras

referencias.

Sea V una regién (i.e. abierto conexo) del plano C, y u: V — R de clase C?.
Definicién 1.25. El Laplaciano de u es:

O*u  0u
Au = div - 4~
u = div(Vu) - + "

Un teorema fundamental es el siguiente

Teorema 1.26. Sea u : V — R, son equivalentes

1. wes de clase C? y Au =0
2. u es localmente parte real de una funcion holomorfa.

3. u es continua y para todo z € V, si r > 0 es tal que D(z,r) C V tenemos
u(z) = / u(z + r&)de.
Sl

15
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Definicién 1.27. Decimos que u es armonica si se satisface cualquiera de estas
condiciones.

Observacién 1.28 (Invariancia conforme).
Se deduce del segundo item que para cualquier f : U — V holomorfay u : V — R
armoénica, v = u o f es armonica en U.

El ejemplo mas importante de funciéon arménica en DD es

Proposiciéon 1.29. El Nicleo de Poisson es una funciéon arménica en I, esto es:
fijado £ € S1, el mapa z — P(z,€) es una funcién arménica.

Pues no sélo es armonica si no que permite representar otras funciones armoénicas.

Teorema 1.30 (Problema de Dirichlet).
Sea f : S' — R continua cualquiera, existe una tinica funcién arménica u en D que
se extiende continuamente a S' como u(§) = f(€) para todo £ € S*. De hecho:

u) = [ PEoE

1.4. Desigualdad de Harnack

En esta seccién probamos el siguiente teorema, fundamental para el método de
discretizacién (ver Lema [6.1) que a su vez es esencialmente la prueba del Teorema

.11

Teorema 1.31 (Desigualdad de Harnack).
Dado K C D compacto existe C' > 0 tal que para toda u : D — R armonica positiva,

1
Eu(w) < wu(z) < Cu(w) para todos z,w € K.

La idea es acotar la norma del gradiente para funciones armoénicas. Hacemos esto
progresivamente:

Lema 1.32. Si he(z) = P(z,€) tenemos ||[VA(0)|| = 2.

Demostracion. Tomemos la isometria ¢ : H — D dada por p(w) = ;;g Se obtiene
hi(p(z + 1y)) = 2y. Por tanto
2 =[|V(h1 o @) (@) = [[Vha(e(@)¢' (Il = || = VRa(0)]] = [[VA1 (0)]].

Como he(z) = hi(§712), tenemos

IVRe(0)]| = [IVAa(€10)6 7| = [IVA(0)]] = 2.
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CAPITULO 1. METRICA HIPERBOLICA

Lema 1.33. Si u es armonica y positiva en D tenemos

2
||V (logu)(2)]] < T-F para todo z € D.

Demostracion. Basta probar

[|V(logu)(0)|| <2, para toda u arménica y positiva en D. (1.4.1)
Pues luego si ¢ € Isom™* (D) manda 0 en z obtenemos: u o ¢ arménica positiva y

2 2 ||V(logu o p)(0)]] = |[V(log u)(2)¢'(0)]| = ||V (log u)(2)]] [¢'(0)],

como |¢'(0)] = 1 —|z|, queda probado.

Para probar (|1.4.1)), fijemos u arménica y positiva en D. Dado 0 < A < 1 considere-
mos uy(z) = u(Az), luego uy se extiende continuamente al borde y

||V (log ux)(0)|| = A||V(log u)(0)|| para todo 0 < A < 1.

Es decir, alcanza con probar (1.4.1)) en el caso que la funciéon se extienda conti-
nuamente al borde. Pero si u se extiende continuamente al borde, por el Teorema
1.o0)

u2) = [ Pue)de

Para z en un entorno de 0 y £ € S, la funcion (z,€) — P(z,€) es C*™, luego

du(0) _ / OP(0,)
!

ow ow

de donde

u(§)de,

[Vu(0)]| < 2 / w(€)de = 2u(0),

S1
pues u es positiva y u(0) = o, u(§)d¢.
Vu(0)

Como V(logu)(0) = a0y dueda probado el lema. O

Este lema se traduce a una cota uniforme del gradiente en la métrica hiperbdlica.
Efectivamente, si u es cualquier funcién de clase C! el gradiente en esta métrica es
el inico vector Vpu(z) € T.D tal que

d,u(v) = (v, Vpu(z)),, para todo v € T,D,

por definicion de la métrica en D tiene que ser

Vou(z) = (1 _2|Z’2)2vu<z).

Por tanto

17



CAPITULO 1. METRICA HIPERBOLICA

Corolario 1.34. Para toda funcién armonica positiva u en D tenemos
IV (logu)(2)|]. < 1.
Ahora si podemos finalizar la prueba de la desigualdad de Harnack

Demostracion del Teorema[L31. Sea K un compacto cualquiera, dados z,w € K
tomamos v la geodésica que une z con w, luego

| log u(z) — log u(w)| = | / (V(logu)((t)),7' ()5 dt] < diam(K),
por tanto

exp(— diam(K))u(w) < u(z) < exp(diam(K))u(w).
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Capitulo 2

Grupos fuchsianos

2.1. Definicion, ejemplos y propiedades basicas

En esta seccion presentamos a los grupos fuchsianos, el teorema principal de este
trabajo (Teorema es un resultado acerca de la regularidad de cierta probabilidad
asociada a un grupo fuchsiano. Referencias para esta seccién son [Kat92] y [Dal07].

El grupo PSL(2,R) hereda una topologia natural de My(R).

Definicién 2.1 (Grupo fuchsiano).
Un grupo se dice fuchsiano si es un subgrupo discreto de PSL(2, R).

Claramente todo subgrupo de PSL(2,R) actia en D por isometrias.

Proposicién 2.2. Sea I' subgrupo de PSL(2,R), son equivalentes

1. T es fuchsiano.
2. Para todo K C D compacto y z € D se tiene #{g € I': g.z € K} < +oc.

Observacién 2.3. Cuando I' grupo fuchsiano no contiene elementos elipticos, la
acciéon de I' en D es propiamente discontinua, esto es, para todo z € D existe U C D
entorno abierto de z tal que g.UNU # ) = ¢ = id.

En este caso el cociente D/F resulta una superficie. Mientra que en general el cociente

D/F tiene estructura de superficie salvo en algunos puntos.

Definicién 2.4 (Grupo fuchsiano cocompacto).
Decimos que un grupo fuchsiano es cocompacto si el cociente D/F es compacto.

Definicién 2.5 (Grupos fuchsianos elementales).
Un grupo fuchsiano I se dice elemental si existe z € D fijo por todo elemento de I'.
No es dificil ver que hay tres tipos de grupos fuchsianos elementales (no triviales),

1. T'= g{rg)g~! con 7y rotacién de angulo racional.
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CAPITULO 2. GRUPOS FUCHSIANOS

2. T'= (y) con ~ parabdlica.
3. T'= (y) con ~ hiperbdlica.

Ejemplo 2.6 (Grupos de Schottky).

Toda geodésica divide a D en dos componentes que llamamos semiespacios. Dado
o € Dy g € PSL(2,R) hiperbdlica, definimos D(g,0) al semiespacio determinado
por la mediatriz de o y g.o que contiene a g.o.

Consideremos ¢q, g2 € G dos isometrias hiperbdlicas. Supongamos que los ejes de
traslacién respectivos se cortan en un punto o € D. Definimos D; = D(g;,0) v
D;' = D(g;!,0)) para i = 1,2. Obtenemos

(DY =D\ D;y ¢;(D\ D;") = D;, parai=1,2.

Ejemplo 2.7 (Grupo modular).
Consideremos

SL(2,Z) = {(i Z) ca,bc,d €7, ad—bc:l},

luego, pasando al cociente, obtenemos PSL(2,7Z) que es claramente fuchsiano.

1. PSL(Q,Z):<G _01)(2 _01)>

1 0
es propiamente discontinua.

2. El elemento (0 ) es eliptico (fija i) y por tanto la accién de PSL(2,7Z) no

3. Un dominio fundamental para la accién de PSL(2,Z) estd dado por
D={zeH: |z| >1,|Re(z)] <1/2}.

Ejemplo 2.8 (Caminatas de dangulo recto).

r/2 1 =1
Sean A, = (60 9/2> y B= (% Y], se considera el grupo G, = (A,, B),
¢ V22

este codifica los posibles recorridos para una caminata dando pasos de largo r y
doblando (o0 no) con éngulo recto.

. Para cudles valores de r > 0 este grupo es discreto? resulta que existe un valor r,
tal que si T > 7. entonces el grupo es discreto. Sin embargo hay un conjunto discreto
de r < r para los cuales también G, es discreto. Por una descripcién completa del
problema, demostraciones y més referencias, ver [GL20].

Definicién 2.9 (Conjunto limite).
El conjunto limite de un grupo fuchsiano I' es

AT) ={y.z:7 €T} C S donde z € D es cualquiera.

Proposicién 2.10. Si T es un grupo fuchsiano cocompacto, entonces A(T") = S*.
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CAPITULO 2. GRUPOS FUCHSIANOS

Proposicién 2.11 (Poligono de Dirichlet). Sea I" grupo Fuchsiano, dado z € D
definimos poligono de Dirichlet asociado a z como

P.={weD:d(z,w) <d(gz,w) VgeTl}

Tenemos entonces que si Stab(z) = {id}, P. es un poligono fundamental, i.e., un
poligono y un dominio fundamental.

2.2. Teorema del poligono de Poincaré

En esta seccion presentamos el Teorema del poligono de Poincaré, este teorema per-
mite, dado un poligono construir un grupo fuchsiano que tiene a éste como dominio
fundamental para la accion de dicho grupo en H.

De particular importancia es que utilizando este teorema en la préxima secciéon
(seccién [2.2)) construiremos un grupo fuchsiano en el cual mas adelante veremos un
ejemplo de caminata para la cual la medida de salida es singular respecto de la me-

dida de Lebesgue (seccién [3.10]). Referencias para esta seccién son [Mas71] y [Bon09).

Comencemos fijando un poligono P C H, para simplificar la exposicién supondremos
que el poligono es compacto. Llamamos por S al conjunto de lados de P, como el
poligono es compacto, S es finito.

Definicién 2.12. Una identificaciéon en P es 0 : S — Sy {gs}ses tal que

L. gs(s) = o(s)

2. 02 =idg

3. Go(s) = 95 '

4. o(s) = s implica que g es la identidad en s.

5. Todo lado s tiene un entorno V' tal que g5(V N P) N P° = .

Observacién 2.13. Observemos que permitimos ¢(s) = s en cuyo caso, por 4 y 5,

g, tiene que ser la reflexion respecto de la geodésica determinada por s. En particular
2 .

gs; = id.

Dado un vértice z; de P aplicamos el siguiente procedimiento:
1. Elegimos s; uno de los dos lados de P determinado por z1, llamamos g1 = gs,.

2. Tomemos C' = (z1), L = ((s1,0(s1)) y T = (g1)-

3. Llamamos z; = ¢i(21), y tomamos s, lado determinado por z, distinto de
o(s1), consideramos gy = gs, .

4. Actualizamos: C = (21, 22), L = ((s1,0(s1)), (52,0(52))) vy T = (91, 92)-
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CAPITULO 2. GRUPOS FUCHSIANOS

5. Aplicamos 3, cambiando z1, $1 y g1 por z3, So vV go.

6. Continuamos el procedimiento indefinidamente.

Después de este proceso obtenemos tres sucesiones

- (Zl,...,Zn,...)
- ((s1,0(81))5 -+ (Sny0(Sn)), - -)

- (917---,9n,---)

Como el poligono es compacto, las tres sucesiones son periédicas. Sin embargo el
periodo no tiene porqué coincidir.

Definicién 2.14. Consideramos m el minimo periodo comun a las tres sucesiones
construidas a partir del procedimiento anterior, definimos el ciclo determinado por
zp como C(z1) = (21,...,2m). Si a(z;) denota el dngulo interior al poligono en el
vértice z;, definimos el angulo del ciclo como

a(C(z1)) = Z a(z;)

=1

Teorema 2.15 (Teorema del poligono). Sea P un poligono compacto con una iden-
tificacion, de manera que para cada vértice de P el angulo del ciclo determinado
por el vértice es 27 /n, donde n > 1 (que depende a priori del vértice). Entonces
el grupo generado por la identificacion es discreto y P es un dominio fundamental
para la accién de dicho grupo en H.

Demostracion. Para la prueba ver el articulo [MasT71], también el Teorema 6.1 de
[Bon09] (en particular ver la seccién 6.3.4) O

Teselado por p-agonos a ¢ por vértice

Como aplicacién del teorema del poligono de Poincaré (Teorema vamos a
construir un teselado de D por poligonos de p lados a ¢ por vértice. Este teselado
corresponde a un grupo fuchsiano en el cual méas adelante daremos un ejemplo de
caminata al azar que tiene medida de salida singular respecto de Lebesgue.

El primer paso es teselar el disco por triangulos.

Proposicién 2.16.
Si 1/p+1/qg < 1/2 existe un teselado de D por tridngulos con dngulos /p, 7/q y 7/2.

Demostracion. Tenemos 7 /p+7/q+7/2 < m, entonces por el método de continuidad
(Proposicién [L.18] ftem 7) existe T tridngulo de dngulos 7/p,7/q y 7/2.

23



CAPITULO 2. GRUPOS FUCHSIANOS

Identificamos cada lado consigo mismo, luego con la notacién de la seccion previa,
tenemos: o(s;) = s; para i = 1,2,3, y gs, resulta la reflexion respecto de s;. Para
probar el corolario basta ver que estamos dentro de las hipodtesis del Teorema del
poligono de Poincaré (Teorema .

Tomemos z; el vértice con angulo 7/p. Aplicamos el procedimiento anterior en este
punto y obtenemos las sucesiones

- (zl,zl,...)
- ((51,51)7 (52752), (Sl,Sl), .. )

- (gS17952795179527 . )

Luego el periodo a considerar es m = 2 y el dngulo entonces es 27 /p.

Haciendo un argumento andlogo con los otros vértices verificamos que estamos
dentro de las hipdtesis del Teorema [2.15] Concluimos que el grupo generado por
{Gs1» sq» gss + €5 discreto y que el tridngulo 7" es fundamental para la accién de dicho
grupo. Se obtiene asi el teselado buscado.

[]

Proposicion 2.17.
Si 1/p +1/q < 1/2 existe un teselado de D por poligonos de p lados a g por vértice.

Demostracion. Rotamos con dngulo 27 /p este tridngulo en el vértice con mismo
angulo. Obtenemos asi un poligono regular de p lados con dngulos interiores 7/q. Si
I" es el grupo fuchsiano dado por la proposicion anterior el subgrupo generado por las
reflexiones de los lados del poligono es un grupo fuchsiano con dominio fundamental
dado por el poligono. O
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Capitulo 3

Caminatas al azar en PSL(2, R)

Consideremos p una probabilidad en PSL(2,R), vamos a suponer en este capitulo
que el soporte de p genera un grupo fuchsiano, aunque varios de los resultados a
continuacion son generalizables, este es el caso de mayor relevancia para este trabajo.

A continuacién vemos como construir una caminata al azar a partir de pu.

Definicién 3.1. Dada p como antes, tomemos (), i.i.d con distribucién y, y una
probabilidad vy en D. La caminata al azar inducida por p con distribucién inicial v
es:

(zn)n tal que 2o ~ vy, ¥ Znt1 = Ynt12n
Explicitamente la distribucion v, 1 de z,.1 es
Vnt1(A) =P(zp41 € A) =

= Pz, =7 "Apu(y) =

=D v Duly) = pxvn(2).

3.1. Convergencia al borde

Nos interesa entender el comportamiento asintotico de la caminata. La cuestién mas
elemental es saber si existe c.s. 2z, = lim, z,. A esto nos dedicamos en toda la
seccion, concretamente probaremos el siguiente teorema:

Teorema 3.2. Sea p una probabilidad en PSL(2,R), consideremos (7,), i.i.d con
distribucién p. Si el soporte de p no esta contenido en un subgrupo elemental, existe
una v.a. z, en St = 9D tal que

Zn =1 ---VYn-O e, Zso C.S. para todo o € D.
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Observacion 3.3. Por definicién es claro que la distribucién de z,, esta soportada
en el conjunto limite A(T") (ver Definicién [2.9)).

A modo de introducir la estrategia para prueba del teorema, hacemos la siguiente
observacion

Observacién 3.4. Supongamos por un momento que existe 2., llamemos v a su
distribucién. Claramente,

2F = zp4p cumple 2y, = 28 = h’ran 2F para todo k > 0.

Luego para cualquier boreleano A C D, y v € PSL(2,R)

YV (A) = y(’y’lA) =Pz € fy’lA) =

y esto muestra que v = pu * v.

Definicién 3.5. Una probabilidad v en D es p-estacionaria si v * = v.

La observacion anterior muestra que es necesaria la existencia de medidas estaciona-
rias para que exista z,, = lim,, z,,. La estrategia para probar el Teorema [3.2| consiste
en

1. Probar que existe una medida estacionaria v (Teorema |3.8]),

2. Ver que c.s. existe una medida v, tal que (1(w) ...y (w)).v — v, (Teorema

3-9),

3. Por tltimo concluir que c.s. v, = d,(,) y concluir que lim,, 2, = z c.s. (final de
la seccion).

Ejemplo 3.6. Tomemos I' = () donde 7 es hiperbdlica que fija —1,1 € S* (por
tanto, I' es elemental), y consideremos la probabilidad p = %57 + %5771, el soporte
de p entonces genera I' grupo fuchsiano elemental.

Se verifica que v = %51 + %5_1 es p-estacionaria, de hecho es invariante. Luego
v(w) = v, el item 3 en la estrategia anterior falla. De hecho la caminata inducida es
exactamente la caminata simple Z que es recurrente, esto es, no existe 2.

Contrariamente a este ejemplo, resulta que bajo las hipétesis del Teorema [3.2] si v

es una medida estacionaria, esta no puede tener atomos. Este hecho jugard un rol
importante més adelante en la prueba del Teorema [3.2]

26



CAPITULO 3. CAMINATAS AL AZAR EN PSL(2, R)

Proposicién 3.7. Sea p una probabilidad en PSL(2,R) tal que su soporte genera
un subgrupo fuchsiano no elemental. Si v es una medida p-estacionaria, entonces v
no tiene atomos.

Demostracion. Por absurdo supongamos que v tiene algin atomo. Llamemos por
A(p) al conjunto de atomos de u. Necesariamente

existe M = max{u(a) : a € A(n)} > 0,

pues o bien A(u) es finito, o bien numerable pero para todo € > 0 sélo hay finitos
atomos con masa mayor que € ya que p es una probabilidad.

Tomemos a € A(u) tal que p(a) = M. Como v es estacionaria,

M =v(a)=pxvia) = ywa)uy) =

=Y vy la)uly) < M.

La ultima desigualdad es entonces una igualdad, lo que implica que
v(v'a) = M para toda v € sop ().

Es decir que la érbita de a por sop(u) esté constituida de &tomos con masa maxima,
por lo que es finita. Luego el subgrupo generado por sop(u) fija un conjunto finito
de puntos, lo que implica que es elemental. O

Empezamos lidiando con la existencia de medidas estacionarias.

Existencia de medidas estacionarias

Fijemos en esta seccién la notacion G = PSL(2,R) y X = D.

Teorema 3.8. Toda p probabilidad en G admite una medida p-estacionaria en X.

Demostracion. Consideremos (z,), una caminata al azar inducida por p (ver defi-

1
nicién . Definimos m, = — Y ;_, 95,.
n

Como X es compacto, (m,), tiene subsucesiones convergentes en la topologia w*.
La idea es ver que todo punto de acumulaciéon de esta sucesiéon es una medida
estacionaria.

Para esto, consideramos el operador de Markov asociado a pu:

P, : C(X) = C(X), tal que Po(f)() = /G F(g2)dulg).
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Consideramos también (F,), la filtracién natural inducida por la caminata (z,)p.
El punto es el siguiente, fijemos f € C(X)

= m)() = [ 0m)(n(0)) =3 st =
(/ ngzkdu )——Zfzk
= — Z — f(2) -

Llamemos Uy, = P,(f)(zx) — f(zx), y consideremos M,, = >";'_, Uy. Probaremos que
lim — =0, casi seguramente.
n—+oo 1N

Para esto usamos el teorema [A.10] Notemos que:

* E(|Ug|) < 2||f]]oc < 400, pues X es compacto.

*E(P() ) | Fi) = ( / oz dulg )
~ | Bt | Fduto) -

- /G Flg=)du(g) = Pu(F)(z0),

Por tanto (M,,), es una martingala (ver ejemplo [A.7)).

n 2 n
*E(M?) =E (Z Uk> <nE (Z U;?) < 3% f1]os,
k=0 k=0

Luego M, € L*(Q,P) para cada n > (. Por tltimo tenemos

+oo
1
k=0

entonces podemos aplicar el teorema para Concluir

lim — =0, casi seguramente.
n—+oo 1

En términos de m,, esto es
(% my, —my)(f) — 0 casi seguramente.
Como C(X) es separable, esto implica que
Lk My — My, YN0 casi seguramente.

Por lo que cada punto de acumulacién v de (m,,),, satisface p * v = v.

28



CAPITULO 3. CAMINATAS AL AZAR EN PSL(2, R)

Convergencia de (71 ...7,)sV

Resumimos el resultado a probar en el siguiente teorema. Para la prueba nos basamos
en [BL8Y] (ver Lema 2.1 capitulo II). Recordemos que G = PSL(2,R) y X = D.

Teorema 3.9. Sea p una probabilidad en G, y v una medida p-estacionaria en X.
Entonces w-c.s. existe v,, probabilidad en X tal que

n—-+4o0o

(Mm(w) ... yn(w))sy —— vy, y ademds

n—-+00

(M) ... m(w)y)w —— 1., para p-ctp 7.

Demostracion. Llamemos g, = n, y fijemos f € C(X). Definimos

= / f(g&)dv(§) / f(n)d(g.v para todo g € G.
X

Probaremos primero entonces que (F'(g,)), converge c.s. De hecho, (F(g,)), es una
martingala acotada, en efecto consideremos F,, = o(g1,. .., 9n)

E(F(gs1) | Fo) = /G F(gug)dulg) =

Entonces por el teorema de convergencia de martingalas existe F tal que

F(g)%F CsyIE /fdu

Para obtener

n——+00

F(ga) 2255 F, para y p-c.s. (3.1.1)

probamos que

> IF(gey) = Flge)]” < +00 pecs. (3.1.2)

en efecto calculamos
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(/GZIF gky) — F(gw)|*dp(y ))

-y /G E (|F(ge7) — Flgo)l?) du(y) =

- ZE (IF(gr1) = Fgn) ) .

Pero
E (IF(grs1) — Fg)]?) =
=E (F Gk+1) 2) E (F(gk)Q) — 2E (F(gr4+1)F(gr)) =
=E (F(gi41)?) + E (F(gr)?) — 2E (F(g)E (F(grt1) | Fi)) =
_E (Flgen)?) — E (Floe)?)
por tanto
( / S 1Fla) — Floldnty >>
G =1

= ZE (F(grt1)?) —E(F(gr)?) =
k=1
- KETOOE (F(9x11)%) —E(F(91)%) < +oo,
pues f € C(X).

Para finalizar la prueba del Teorema notemos

/ Fd(gn(W)yr) = Fgny) =225 ﬁ(w), W-C.8. ¥ Y-C.S. (3.1.3)

Como C(X) es separable (3.1.3) vale para toda f € C'(X). Tomemos entonces v, ,
punto de acumulacién de (g, (w)7y«v),,, es claro que por (3.1.3)), v, = 1, por tanto
poniendo v, = v, obtenemos (g,(w)y.v),, 2.

]

Final de la prueba del Teorema |3.2

Llamemos g, = 71 ...V, afirmamos que:

(%) (gn)n no es acotada c.s.
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En efecto, por el Teorema w-ctp existe v, tal que

gn(w)*y ”_H‘OO} Vw, ¥ (314)
(gn(W)Y)sr =255 1, para y-ctp respecto de p. (3.1.5)

Fijemos un tal w, probaremos que (g, (w)), no es una sucesién acotada. Por absurdo,
si lo fuera podemos tomar una subsucesion convergente

Gy, (W) AN ge G

Pero entonces (3.1.4)) y (3.1.5]) implican que para -ctp respecto de p tenemos g,v =
vy = (g7)«v. Luego v,v = v y concluimos que

p{y: yv=v}) =1
En este caso v seria una medida invariante para la accion del subgrupo generado
por el soporte, que suponemos es no elemental. Por tanto tomando ~ hiperbdlica
tenemos v = v, como la medida a la derecha converge débil a una medida atéomica
(soportada en los puntos fijos de ) concluimos que v es atémica lo que es absurdo
(ver Proposicién [3.7)).
Para finalizar basta considerar (ny); — +oo tal que

oy, — 2

Gnp-2 = G, (W).2 =&, —2—— donde a, wa € S'y & — e St
1 —an, 2
y ver que (g, )<V LAk 0. (w)- Pues el limite (g,).v existe.

Para esto es clave la siguiente propiedad, denominada en la literatura como ‘con-
tractibilidad’ (ver [BL85|] capitulo II seccién 3).

(A) Para cada €, > 0 existe K > 0 tal que
|z —a| > = |gn,.2 — {a| < e paratodo k > K.

dicha propiedad y el hecho que v no tiene atomos (ver Proposicién [3.7), implican
que (gn, )+¥ = d¢a-

Prueba de (A). Simplemente calculamos

ygnk(ank — Z) _ (1 —Oé_nkz)fQ‘ <

< |§nka”k — 50" + ’O‘_nkga — énk|
B 11—, 2| ’
donde usamos que |z| < 1. Como ay — a y & — & concluimos. O

Resulta entonces que existe una v.a. zo, € S' tal que c.s.

(gn)e = (M - n)ul =255,y entonces
-0 Uima kN para todo o € D.

Lo que concluye la prueba del Teorema [3.2]
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3.2. Ejemplo de Kosenko

En esta seccion veremos un ejemplo de caminata al azar en un grupo fuchsiano
cocompacto, cuya medida de salida es singular respecto de Lebesgue. El ejemplo es
debido a Kosenko, ver [Kos21]. Un resultado mds preciso fue obtenido en [CLP21],
Teorema F].

Consideremos I', , el grupo fuchsiano asociado al teselado por poligonos de p lados
a ¢ por vértice (ver Ejemplo [2.17)). Luego I, , es cocompacto y no elemental.

Tomemos P, , un poligono fundamental para I', ,. Supongamos que p es par (luego,
p > 4) y llamemos ¢4, . . ., ¢, a los lados del poligono. Para cadai =1, ..., p/2 existe
un tnico elemento hiperbdlico h; tal que h;i(c;) = cipja—1. Recordemos que Iy, es
generado por {hq,..., h,}.

Teorema 3.10 (Ejemplo de Kosenko).
Sea p1 la probabilidad en T, definida por u(hi) = 1/2p paratodoi = 1,...,p.
Entonces si p > 4 es par y ¢ > 3 son tales que

cos(m/a)\ _ |
2 arcosh (sen(w/p)) > log(2p) (3.2.1)

la medida p-estacionaria es singular respecto de Lebesgue.

Observacién 3.11.

» La caminata inducida por p en el Teorema es la caminata simple. La
medida estacionaria existe (ver Teorema [3.2)) y es la medida de salida de la
caminata (por tanto es tnica).

» Las hipétesis (3.2.1) no es vacfa, de hecho, no se verifica sélo en los casos
(p,q) = (4,5),(4,6),(4,7),(6,4),(8,3), (10, 3).

Criterio de singularidad BHM

La prueba del Teorema [3.10] es una aplicacién de un criterio de singularidad, para
enunciar dicho criterio hacemos las siguientes definiciones.

Definicién 3.12. El volumen logaritmico de un grupo fuchsiano I' es
1
v =limsup —log (#{g € I' : d(0, g.0) < n})

n N
A modo de ejemplo tenemos
Lema 3.13. Para todo grupo fuchsiano cocompacto tenemos v = 1.
Demostracion. Tomemos P poligono fundamental, y o un punto interior de P. Lla-
memos B = {g : d(o,9) < R}, y Cr = {g : gP N D(o,R) # 0}. Es claro que

BR C CR.
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Si D es el didmetro de Py R > D tenemos

D(o,R—D)c | J gPc |J gP CcD(o,R+ D),

g€BR geCr

tomando areas

Area(D(o, R — D)) < #BrArea(P) < #CrArea(P) C Area(D(o0, R + D)).

Usando (T.1.2)), tenemos Area(D(o, R+ D)) = 2r(cosh(R =+ D) — 1) = O(e®), luego
#Br = O(R) y concluimos v = 1.

]

Definicién 3.14. Si p es una probabilidad en I' fuchsiano, consideremos (g, ), ca-
minata asociada y llamaremos F),(g,h) = P,(¢g,, = h para algin n). La medida de
Green asociada a p es

du(ga h) = log(FM(ga h))

Por propiedades de dicha métrica y referencias, ver [BHMII]. En particular el Teo-
rema 1.5 que simplificamos para esta exposicion:

Teorema 3.15. Sea I' grupo fuchsiano cocompacto y no elemental. Consideremos
una probabilidad p en I' con momento exponencial, simétrica y tal que su soporte
genera ['. Llamemos v a la medida p-estacionaria correspondiente. Son equivalentes

1. vy Lebg: son equivalentes (v < Lebg: y Lebgi < v).

2. Existe C' > 0 tal que |vd(e, g) — d,(e, g)| < C para todo g € T".

La idea es ver que el item 2 del Teorema |3.15| no se satisface en las hipétesis del
Teorema [3.10, por tanto, la medida de salida es singular respecto de Lebesgue (i.e.
no se satisface el item 1).

Demostracion del Teorema m

Recordar las hipétesis del Teorema [3.10 y que tenemos I', , = (hq, ..., h,) donde h;
es un elemento hiperbélico que manda el lado ¢; en ¢,

Dado k > 1 queremos calcular d,(e, h¥), por definicién
F,(e,h¥) = P.(g, = h¥, para algin n) >

Z]P)e<’}/1 :hl,,’}/k:hz) =
1 k
pi(hi) (2p>
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Por tanto,

du(e, hi) = —log(Fy(e, hi)) < klog(2p).

Por otro lado v = 1 ya que I',, es cocompacto y entonces si [(h;) es el largo de
traslacién de h;

vd(0, hf.0)) — d, (e, ) > Ki(h,) + klog(2p)

= k(l(h;) + log(2p)).

Para ver que el item 3 del Teorema [3.15/no se satisface basta probar por lo anterior
que tenemos [(h;) + log(2p) > 0.

Lema 3.16. Para cada i =1,...,p tenemos I(h;) = 2arcosh <

)

sen(/p)

Demostracion. Fijemos o punto de interseccion de las geodésicas perpendiculares a
lados opuestos. Dada una de estas geodésicas tomemos A punto de interseccién con
alguno de los lados y B vértice en este mismo lado. El tridngulo ABo tiene angulos
/2, w/p y 7/q. Claramente [(h;) es dos veces la longitud de Ao. Calculamos la
longitud de Ao con la ley del coseno hiperbdlico, de este modo obtenemos la cantidad

O

La condicion (3.2.1)) es exactamente entonces [(h;) + log(2p) > 0, lo que termina la
demostracién del Teorema [3.10L

[]
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Capitulo 4

Discretizacion y momento
exponencial

Sabemos que una probabilidad ;2 en un grupo fuchsiano tiene asociada una medida v
en S! que es p-estacionaria (bajo hipdtesis poco restrictivas, ver seccién en par-
ticular el Teorema . Dicha medida nos da informacién sobre el comportamiento
asintGtico de la caminata al azar con ley g (ver Teorema [3.2)). En este sentido re-
cientemente en [GL23| se demuestra que para ciertas caminatas grupos de Schottky
(ver Definicién la medida estacionaria es singular respecto de Lebesgue.

El resultado de [GL23] apunta hacia la direccién de la siguiente conjetura

Conjetura. (Kaimanovich-LePrince, [KLP11]).

Si p es una probabilidad en SL(2,R) de soporte finito, tal que su soporte genera un
grupo fuchsiano entonces la distribucion de la caminata asociada es singular respecto
de la medida de Lebesgue.

En este trabajo miramos la otra cara del problema. Fijado un grupo fuchsiano ;puede
ser la medida de Lebesgud?la distribucién de salida de una caminata en dicho grupo?

En este sentido una restriccién evidente es el conjunto limite del grupo, en efecto,
si éste no coincide con S* no es posible la existencia de una tal medida (ver Defi-
nicion y la Observacién . En este trabajo nos restringimos al caso fuchsiano
cocompacto, que como sabemos tiene conjunto limite S (ver Proposicién .

El Teorema principal de este trabajo demuestra que para un grupo fuchsiano co-
compacto, podemos construir una medida p para la cual Lebesgue es estacionaria,
y de manera que p tiene momento exponencial finito (ver Teorema . En otras
palabras si bien no es claro que se pueda conseguir p de soporte finito (ver la con-
jetura previa), si se puede conseguir de manera que dé muy poco peso a elementos
grandes.

20 una medida equivalente en el sentido de la teoria de la medida.
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El Teorema principal

Teorema 4.1 (Discretizacién con momento exponencial finito).

Para todo grupo fuchsiano cocompacto I' y o € H, existe una probabilidad p en I’
tal que la medida visual v, es p-estacionaria. Ademds p tiene momento exponencial
finito, i.e.,

existe € > 0 tal que, Zexp(s dist(o, v.0))u(y) < +o0. (4.0.1)
~yel'

Demostraremos este teorema por un método de discretizacion del Movimiento Brow-
niano en H. Este método se describe con detalle en el Capitulo[0], luego en el Capitulo
unimos todas las piezas para finalizar la prueba del Teorema 4.1

El método de discretizacién fue introducido por Furstenberg en [Fur7l]. En este
articulo Furstenberg prueba la existencia de la medida p (para subgrupos discretos
de SL(d, R) de volumen finito, denominados latices) y consigue sélo primer momento,

esto es, > pdist(o,7.0)u(v) < +o0.

El problema que Furstenberg resuelve en dicho articulo es un problema de rigidez,
la cuestién era saber si un latice I' de SL(2, R) puede serlo también en SL(d, R) para
d > 3. Esencialmente el argumento es si I es un latice de SL(d,R) la médida pu
permite identificar cierta frontera (la frontera de Poisson) de I' con la de SL(d, R).
Como resulta que las fronteras de SL(2,R) y SL(d, R) no son identificables se conclu-
ye. Remitimos a [Fur71] por los detalles, también comentamos que dicho problema
fue resuelto mas o menos simultaneamente por medio de la propiedad T" de Kazdhan.

El método de discretizacion fue retomado y generalizado a otras variedades en Lyons-
Sullivan [LS84]. En este articulo los autores prueba que existe la medida p y también
se puede deducir de sus argumentos el momento exponencial finito (Ver también Kai-
manovich [Kai92], en particular la seccién ‘remarks’ al final). Articulos més recientes
en este sentido son Ballmann-Ledrappier [BLI6] y Ballmann-Polymerakis [BP21].

Li [LNP21, Teorema A.1] demostré el Teorema en el caso que I' es convexo-
cocompacto y v la medida de Patterson-Sullivan. La motivacion de este trabajo
es intentar probar el teorema de Li discretizando una modificaciéon del Browniano
introducida por Sullivan en [Sul79).

Con la existencia de p con momento exponencial finito Li prueba (ver Corolario
1.8 en [Lil8]) la convergencia a cero de los coeficientes de Fourier de la medida de
Patterson-Sullivan, un resultado notable sobre la regularidad de dicha medida.

En el caso convexo-cocompacto la existencia y primer momento finito fueron proba-
das previamente Por Connell-Muchnik ver [CMO7b] y [CMO0T7a]
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Capitulo 5

Movimiento Browniano en H

En este capitulo definimos y presentamos algunas propiedades basicas del Movimien-
to Browniano en H. Para este trabajo, en particular para la prueba del Teorema [4.1],
es de relevancia la seccién donde probamos el momento exponencial del didme-
tro para el browniano en H (ver proposicién . Referencias para este capitulo
son [Hsu02], [Pra7l], [Pra75] y [FLJ12].

5.1. Nucleo del calor en H

La idea es definir el Movimiento Browniano en H dando explicitamente sus proba-
bilidades de transicion mediante el nicleo del calor (comparar con 77).

En esta seccién definimos el nicleo del calor en H. Por referencias ver [Hsu02] y
[Bus92].

Dada u € C?(H) su laplaciano (en la métrica hiperbélica) es

_ 0%u , 0%u ,
Au(z + iy) = y* (@(ZE +iy) + 8—y2(:v + zy)) :

Teorema 5.1 (Ntcleo del calor).
Existe una tnica solucién fundamental a la ecuacién del calor en H, esto es, existe
una tnica funcién p : (0,4+00) x H x H — R tal que:

1. Es estrictamente positiva y de clase C'*°.

1 0
2. Satisface la ecuacién del calor: éAp(t, zZ,w) = —p(t, z,w), para todo w € H.

ot

3. lim [ p(t,z,w)f(2)dz = f(w) para todo w € H, f & Cy(H).

t—0 H

Donde, en el item 3, C,(H) = {f : H — R : f es continua y acotada}.

Demostracion. Ver Teorema 4.1.4 de [Hsu02]. Notar que alli se habla de ‘minimal
heat kernel’, esto es debido a que para variedades en general no hay unicidad y
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CAPITULO 5. MOVIMIENTO BROWNIANO EN H

las probabilidades de transicién para el browniano estan dadas por este nicleo. Sin
embargo, en el caso de H si tenemos unicidad ya que H es completo y tiene curvatura
constante, ver capitulo VIII de [Cha84], en particular el Teorema 4 alli. Se pueden
dar férmulas “explicitas” para el nicleo del calor, ver [Cha84] capitulo X o [Bus92]
capitulo 7.

]

Lema 5.2. El nicleo del calor en H, p : (0, +00) x H x H — R satisface

1. p(t,z,y) =p(t,y,z), paratodot >0, y x,y € H

2. p(t+s,z,y) = / p(t, z, 2)p(s, z,y)dz, para todos t,s >0, x,y € H.
H

3. /p(t,m, y)dy = 1 para todo t > 0,z € H.
H
4. p(t,gz,gy) = p(t,x,y) para todot >0, y z,y € H, y toda g € Isom(H).

Demostracion. Ver también el Teorema 4.1.4 de [Hsu02]. O

Lema 5.3. Existe C' > 0 tal que

C dist 2
p(t,z,y) < + exXp (—%) para todos x,y € H, yt >0 (5.1.1)
Demostracion. Ver Teorema 3.1 en [DMSS]. O
Corolario 5.4.
/ p(t,z,y)dy < Cexp (—) (5.1.2)
H\ B(z,r) 4t

5.2. Definicion del Movimiento Browniano en H

En esta seccién p : (0,400) x H x H — R denotara el niicleo del calor en H (ver
seccién 5.1)). El siguiente teorema define lo que llamaremos Movimiento Browniano
en H.

Teorema 5.5 (Movimiento browniano en H).
Existe un proceso de Markov (X;):>o en H continuo y tal que

P(X, € E | Xo) = / p(t, Xo,y)dy, para todo E C H boreleano. (5.2.1)
E

Llamamos Movimiento Browniano en H a cualquier proceso de Markov (X;);>0 que

satisface 5.2.11
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Demostracion. Consideremos el niicleo del calor p : (0,+00) x H x H — R (ver
Teorema . Definimos el semigrupo del calor (P;);>¢ como:

Py =1d,

Pif(x) = /Hf(y)p(t,a:,y)dy para toda f € B(H), y t >0,

donde B(H) = {f : H — R : f medible borel y acotada}. Debemos probar, tenien-
do en cuenta el Teorema [A.34] que (P;):>¢ tiene las siguientes propiedades

1. P1 =1, para todo t > 0.

2. P, es un operador acotado en B(H) tal que ||P|| = 1, para todo t > 0.
3. Py = P;P, = P, P, para todos t,s > 0.

4. f >0 = PF,f >0, paratodot > 0.

5. P,Cy(H) C Co(H), para todo t > 0.

6. [|Pf — flloo 290, para toda f € Co(H).

Pt]lB(:E,E)C (.23)

7. lim =0, para todo x € H, y ¢ > 0.
t—0 t
Prueba de 1. Es otra forma de enunciar el item 3 del lema [5.2] o

Prueba de 2. Para cada t > 0 es claro que P; es lineal en B(H). Ademés dada
f € B(H) por el lema y que p > 0, concluimos

|Pef ()] < [[f]loc; entonces [P flloe < [|fllc para toda f € B(H).

Luego no s6lo P; es un operador acotado, si no que ademés ||P|| < 1. De hecho por

el ttem 7 arriba, ||B|| = 1. o
Prueba de 3. Es una consecuencia del {ftem 2 del lema [5.2] y Fubini. o
Prueba de 4. Inmediato ya que p > 0. o

Prueba de 5. Fijemos t > 0y f € Cy(H). Dado € > 0 existe K C H compacto tal
que |f(y)| < e paratodoy € H\ K.

Por otro lado el corolario implica que existe > 0 (que depende sélo de ¢,t > 0)
tal que

/ p(t,z,y)dy < e, para todo z € H.
H\B(z,r)
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Consideremos entonces el compacto K’ = {x € H : dist(x, K) < r}, tenemos que si
reH\ K’

|Pif(x)] =

/ p(t,x,wf(y)dy] <

= /H\B<x,r>p(t’ slfldy+ [ plts i@y <

B(z,r)

SHﬂu/P p@xwwy+5/ p(t,z,y)dy <
H\B(z,r) B(z,r)

< ([l + 1)e.
De donde concluimos P, f € Cy(H) o

Prueba de 6. Fijemos f € Co(H) y € > 0. Dado = € H tenemos por el item 3 del
lema [5.2 que

Pif(z) — f(x)] = / plt, 2, 9) f(y)dy — f(z)

[tz () - fan| <

< / p(t 2, 9)| F(y) — F(2)\dy.

Ahora, como f es uniformemente continua, existe § > 0 tal que dist(x, y) < ¢ implica
|f(z) — f(y)] <e. Ademds el corolario [5.4] implica que:

Existe tg > 0 tal que / p(t,z,y)dy < e, paratodo 0 <t <t.
H\B(z,5)

Combinando ambas desigualdades obtenemos

Pf(x) — f(z)] < / plt, 2, 9)|f () — F(@)ldy +

H\B(x,5)

n / plt,,9)|f(y) — F()ldy <
B(z,5)

< (2]|f]loo + 1)e para todo z € H.

Por tanto || P.f — flloo < (2]]f]|oo + 1) para todo 0 < t < ¢, o

Prueba de 7. Notemos primero que dado z € Hy ¢ > 0,

P11 r.e)e T 1
fi FEBEa (@) o 1 p(t, z,y)dy = 0,
t—0 t t—0 t H\B(I,&‘)
por el corolario [5.4] o
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]

Observacion 5.6. Una consecuencia del teorema precedente es que dada v una
probabilidad en H el nticleo del calor define una medida de Borel en C([0, 4+00), H)
dada por

P,(E) =P((Xi)=0 € E), vy
Eu(f) = E(f((Xt)t20>)

donde (X});>0 es un browniano tal que Xy ~ v.

Cuando v = 9, con x € H decimos que el Movimiento Browniano comienza en x y
denotamos P, =Ps_ y E, = Es, .

Por 1ltimo notemos que si Xy = x c.s. entonces (X;);>o es un Movimiento Browniano
en H si y solo si

P(X, € F)= / p(t, z,y)dy para todo t > 0.
E

El siguiente lema permite reducir la prueba de ciertas propiedades del Movimiento
Browniano al caso en que dicho proceso parte de un punto arbitrario pero determi-
nado.

Lema 5.7. Dado E boreleano de C([0,+00),S) tenemos que el mapa z — P,(FE)
es medible y

P,(E) = /HIP’I(E)dU(x) para toda probabilidad v en H. (5.2.2)

Demostracion. Ver Capitulo 4, Proposicién 1.2 [EK86]. O

5.3. Propiedades basicas

Empezamos con una propiedad clave que es la de Markov fuerte, ver seccién [A.5.2]

Proposicién 5.8. Un Movimiento Browniano (X;);>¢ en H tiene la propiedad de
Markov fuerte, esto es, dado 7 tiempo de parada c.s. finito tenemos que el proceso
(Xt4r)i>0 €s un Movimiento Browniano en H independiente de F.

En particular

E.(f((Xt4r)e>0) | Fr) = Ex.(f) para todo = € H. (5.3.1)

Demostracion. Que satisface la propiedad de Markov fuerte es consecuencia del
Teorema [5.5] y de la Proposicién [A.37] Luego la férmula es exactamente

para el proceso (X, i¢)i>0, por lo que este tltimo es un Movimiento Browniano en
H. La férmula[5.3.1] es también parte del Teorema [A.5.7] O

Proposicién 5.9. Para toda g € Isom(H), (¢X¢)¢>0 es un Movimiento Browniano.
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Demostracion. Verificamos la formula ([5.2.1)). Tenemos
P(gX: € E | gXo) =P(X; € g7'E | Xo) =

:/ p(t7X07y)dy:

g E

z/p(t,Xo,gly)dyz
E

= / p(t, 9Xo, y)dy.
E

Donde la dltima igualdad es consecuencia del item 4 en la Proposicién [5.2] [

Proposicién 5.10. El Movimiento Browniano en H comenzando en ¢ = (0,1) € H
es la tnica solucién (Xy)¢>o a la ecuacién diferencial estocéstica

dXt = <%t ;) ch donde Xt =T+ Zyt (532>
t

Explicitamente, si B, = (Bfl), Bt(2))
t
X, = / exp(B® — 5)dBY + iexp(Bt(2) —t). (5.3.3)
0

Demostracion. Primero observamos que existe una tnica solucién a la ecuacion di-
ferencial estocdstica [5.3.2) (ver Teorema 7.1, Capitulo 2 §7 en [Bor17]). Basta probar
(ver la observacion [5.6) que dicha solucién tiene probabilidades de transicion dadas
por

Pi(X; € E) = / p(t,i,w)dw, paratodot >0y E boreleano en H,
E

o equivalentemente que

Ei(£(X)) = / p(t,i,w) fw)dw, para todot >0y f € Cy(H). (5.3.4)

Con este fin, fijemos f € C,(H) y consideremos u(t, z) = [ p(t, z,w)f(w)dw. Por
la féormula de It6 (ver Teorema 4.4, Capitulo II §2 en [Borl7]. También notar el
‘Remark’ 4.3):

t—s,X; 1
u(t — s, Xs) —u(t, Xo) = — %ds + §Au(t — s, X )ds+
ou(t — s, Xs) ) , Oult —s,X) @)
+ ————ydBy + ————y.dB,”.
ox oy

Como u es solucién a la ecuaciéon del calor, i.e.

ou(t, x)

1
0s - §AU(t7 CL’), para todos ¢ 2 0 yzTe ]HL
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concluimos:

ou(t — s, Xs)ysdB(l)

N ou(t — s, Xs)
Ox 3

ysdB(2),

S

u(t — s, Xs) —u(t,i) =

y por tanto el proceso (u(t — s, X))scpo,q €s una martingala (es una martingala local
por la Proposicién 3.2, Capitulo 2 en [EK86] y una martingala local acotada es una
martingala). Esto implica en particular que

E:(f(Xy)) = u(t,i) = E;j(u(t — s, X)), para todo s € [0,¢].

Por ultimo afirmamos que

s—t

(%) u(t—s,Xs) — f(X;) cs.

de donde por convergencia dominada se concluye la igualdad ([5.3.4)).

Para probar (%) notemos que
ut — 5, Xs) = f(X)| = [Pi-s f(Xs) = [(X)] <
< B f(Xs) = (X + | f(Xs) — f(X)] <
SNPeesf = flloo + [F(X5) = F(Xe)],

el término a la izquierda tiende a cero cuando s — ¢ pues (P;);>0 es un C°-semigrupo
(ver prueba del Teorema [5.5)), mientras que el término a la derecha tiende a cero
cuando s — t ya que (X;);>0 es c.s. continuo al ser solucién de (ver Capitulo
2 §7 en [BorlT7]). N

5.4. No recurrencia y velocidad

Proposicion 5.11. El Movimiento Browniano en H es no recurrente.

Demostracion. Basta probar el resultado suponiendo que Xy = . Con la notacion
de la proposicién resulta log(y;) = B; — t, donde (B;);>¢ es un browniano en

lo
R. Como Tt %00 cs. (ver proposicién |A.19)), resulta gy UmA N, | c.s., y
por tanto y, 2% 0 cs. [

El siguiente resultado fue probado por Prat con mayor generalidad en [Pra75|] (ver
también [PraT7l]).

Teorema 5.12 (Prat).
Sea (X¢)i>0 Movimiento Browniano en H, tenemos

Xo, X
lim dH( 0, t)

=1, casi seguramente. (5.4.1)
t——+o00 t
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Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que X, = ¢ y llamemos
re = d(i, Xy) (en la literatura este es denominado proceso radial, ver por ejemplo
[Hsu02]).

Por la férmula de It6, existe (B;):>o Movimiento Browniano en R, tal que

t
ry = By +/ coth(ry)ds > B, + t,
0

de donde

d(i, X
lfm inf (Z’t 2 :h’minf% > 1. (5.4.2)

Ahora fijemos k > 0, sea Ry tal que 1 < coth(r) < 1+ % para todo r > Ry. La
desigualdad implica que casi seguramente existe T}, > 0 tal que

ry > Ry, paratodot > Ty.

Luego para todo t > T},

Ty 1
re < By + / coth(rg)ds + (t — Tx)(1 + E)’
0

r
de donde lim sup?t <1+ % Como k > 0 es arbitrario,

1< h’minf% < h’rnsup% < 1.

5.5. Momento exponencial del diametro

En esta seccién probamos el momento exponencial del diametro para el Movimien-
to Browniano en H. Este resultado técnico es de particular para este trabajo, en
particular para la prueba del Teorema [4.1] El enunciado es el siguiente

Proposicién 5.13. Sea (X;);>¢o un Movimiento Browniano en H, y denotemos por
D; = didm{X; : s € [0,¢t]}. Existe 6 > 0 tal que

E (e‘m t) < +00
Para la prueba haremos uso de la siguiente desigualdad

Lema 5.14. Sea x + iy € H, tenemos

distg (i, x + iy) < |log(y)| + log(2|z| + 1)
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Demostracion.

disty (i, v + 1y) < disty(z + ¢, x + iy) + disty(i,z + 1) =
= |log(y)| +log(|z[ + Vz* +1) <

< |log(y)| + log(2|z| + 1).

Demostracion de la Proposicion |5.15,

Observamos primero que

+oo
E (e’Pt) = / P(e®Pt > w)dw =
0

+o0
= / P(D; > u)uedu.

—00

Por esto, basta ver que la cola de la distribucién de D; es subexponencial.

Supongamos sin pérdida de generalidad que Xy = ¢ y consideremos X; = z; + iy,
como en la proposicion [5.10} Tenemos

P (D, > 4R) < P (méx{d(i, X,) : s € [0,1]} > 2R) <
< P(méx{|log(ys)| + log(2|zs| + 1) : s € [0,t]} > 2R) <

< IED(maX{| log(ys)[} + maX{log(Qlﬂfsl +1)}=2R) <

s€[0,t]

=< (Ig[%{l log(ys)[} = R) +]P’(max{10g(2\iﬂs\ +1)} > R).

Donde la primera desigualdad esta dada por la desigualdad triangular:
D; < 2méax{d(Xy, X,) : s € [0,t]},
y la segunda desigualdad por el lema [5.14}]

Por un lado
P (méx{| log(ys)|} > R) =P (méx{|B§2) —s|} = R>
s€[0,t] s€[0,t]

decae subexponencialmente con R por la proposicién [A.27]

Por otro lado

P (m[%x}{log(2|xs| +1)} > R> =P (max{|g:5|} > eft/2 — 1)
s€|0,t

€lo,t]

Al ser (x4);>0 una martingala continua, la desigualdad de Doob (ver Teorema [A.14))

implica

/ ] E(})  _ Ciexp(—R/2)
P(s??%?é{‘%‘} = /2‘1> SErpe-1P= R
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5.6. Medida armonica

En esta seccién trabajaremos en el modelo del disco. El browniano en ID se cons-
truye de igual manera que en H (ver seccién [5.2)). Esto es equivalente a la siguiente
definicion.

Definicién 5.15. Un proceso estocéstico (X;)i>o en D es un Movimiento Browniano
si (¢(X¢))i>o0 es un browniano en H donde ¢ : D — H es cualquier isometria.

Proposicién 5.16. Para (X;);>o browniano en D existe casi seguramente

Xoo lim X; € OD.

t—+o00

Demostracion. Sabemos que si f : D — R es armonica entonces (f(X;))i>0 es una
martingala. En particular

(Re(Xy))izo vy (Im(Xy))iz0

son martingalas acotadas, por tanto, el teorema de convergencia de martingalas (ver
Teorema [A.15)) implica que existen casi seguramente los limites

tli)rgo Re(Xy) y t£+moo Im(X;).
Luego casi seguramente existe X, = lim;_, . o Xy = lim;_,o, Re(X}) + ilm(X};) como
se queria demostrar. O

Definicién 5.17 (Medida arménica). Dado z € D definimos v, probabilidad en 0D
como

v,(F) =P,(Xw € E), para todo boreleano E C dD. (5.6.1)

Proposicién 5.18. La medida arménica v, es la medida visual definida en

Demostracion. Esto es simplemente notar que primero la invariancia por isometrias
del Movimiento Browniano en ID implica que v, es la medida de Lebesgue en S*.
Luego tomando ¢ isometria que lleva 0 a z € I cualquiera, usando otra vez la
invariancia por isometrias tenemos

v,(E) =Py(g. Xy € E) =

= Leb(¢g'E) =
= g.Leb(FE).
Concluimos usando la Proposicién [1.22] O
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5.7. Medida de barrido

Dado E C D cerrado definimos el tiempo de parada
e =inf{t >0: X, € E}.

Definicién 5.19 (Medida de barrido). Dado un conjunto cerrado E C D definimos
la medida de barrido de z en E como

B.e(A) =P, (X,, € A, Tg < +00) para todo boreleano A C E.
La imagen detras del nombre es que ‘barremos’ la medida 9, hasta E. Una propiedad
clave es la siguiente
Proposicién 5.20. Si E es cerrado y z € E° es tal que P,(1p < +00) = 1, la
funcién z — B, g(A) es armoénica en la componente conexa que contiene a £° para
todo boreleano A C F.
Para la prueba de esta proposicion empezamos con un lema
Lema 5.21. Sea E cerrado, la funcién hg(z) = P,(7g < +00) es arménica en E°.
Demostracion. Sea B una bola tal que B C E°, basta ver que hp es armdnica en

B. Llamemos D = 9B, por la propiedad de Markov fuerte (ver proposicién [5.8)),
tenemos para z € B que

he(z) =P.(18 < +00)

=E.(L{rp<too}) =
BB (L | Fo))
=E.(Ex,, (Lirg<too})) =
=E.(hp(X:p)).

Consideremos ahora la nica solucién u : B(z,0) — R al problema de Dirichlet

{ Au =10
u(w) = hp(w) para w € 0B(z,0)

Como Au = 0 implica Apu = 0, tenemos que (u(Xiarp))i>0 €s una martingala.
Luego el teorema de parada opcional (ver Teorema [A.13]) implica

u(z) = u(Xo) = E,(u(Xinrp)) para todo t > 0. (5.7.1)

Como P,(7p < +00) =1 y u es acotada, por convergencia dominada

Esta igualdad es valida para cada z € B por lo que u = hg en B, y por tanto hg es
armonica.

O
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Demostracion de la proposicion [5.20. Por el lema anterior y el principio del maximo
implican que P, (7 < +00) = 1 para todo w en la componente conexa de E¢ que
contiene a z.

Llamemos U a dicha componente conexa, tomemos ahora B una bola tal que B C U,
denotemos por C' = 0B. Basta ver que u(w) = (3, g(A) es arménica en B.

Tomemos entonces w € B, por la propiedad de Markov fuerte (ver Proposicion |5.8)),

u(w) =Py (X, € A) =

= Eu(lix,,en) =
=Eu(Buw(Lix, eny | Fro)) =
= Eu(Ex,, (Itx,,ea)) =

= By (u(X7))-

El mismo argumento utilizado en el lema previo muestra que u es armoénicaen B. [
Corolario 5.22. Dadoo €D y 0 < r < R, existe C' > 0 tal que

1 d :E o
1. Ba,0B(0,R) () <C
C' 7 dBy.oB(o,R)

para todos x,y € B(o,r)y z € 0B(0, R).
Demostracion. Por la Proposicién sabemos que la funcién z — [, g(A) es

armoénica, donde F = B(o,R) y A C E es un boreleano cualquiera. Luego por la
desigualdad de Harnack (Teorema |1.31)) existe C' > 0 tal que

Z6up(A) < Bup(A) < CBy(A). (5.7.3)

Como C > 0 no depende de A concluimos el corolario. n

5.8. Movimiento Browniano en H/F

Fijemos en lo que sigue I' grupo fuchsiano cocompacto sin elementos elipticos, de
esta manera =/ es una superficie compacta. Mds ain, H/F hereda una métrica de

H y una medida de area. Denotamos por 7 : H — H/F al mapa cociente.
Definiremos de manera analoga al caso de H a qué nos referiremos por Movimiento

Browniano en H/F (ver seccion , a modo de motivacién empezamos con la
siguiente observacion

Observacién 5.23. Una propiedad deseable es que si (X;);>0 es un browniano en
H entonces (7(X¢))t>0 sea un browniano en H/F. Por otro lado fijemos un boreleano

E C H/F, y pongamos 7 }(E) = U, gE, donde la unién es disjunta.
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CAPITULO 5. MOVIMIENTO BROWNIANO EN H

P.(7(X;) € E) =P, (X, € 7 (E))

= / p(t,x,y)dy =
w=1(E)

22/519(@%3/):

ger V9

— Z/Ep(t,x,gy) =

ger

= /EZp(t,ﬂf,gy),

gel
esto nos da el candidato a ntcleo del calor en H/F.

Teorema 5.24 (Ntcleo del calor en H/F ).
Existe una uinica solucién fundamental a la ecuacion del calor en H/F, esto es, existe

una tnica funcién pr : (0, +00) X H/F X H/F — R tal que:

1. Es estrictamente positiva y de clase C*°.

1 0
2. Satisface la ecuacién del calor: iApp(t,p, q) = a—}Z(t,p, q), q € H/F.

3. lim A/Fpr(t,p, 9)f(p)dp = f(g) para todo g € L1, e, <H/F> '

Ademas, si p: (0,400) x H x H — R es el nticleo del calor en H, entonces

pr(t,p.q) = pt,x,gy), donde 7(x) = p,(y) = q. (5.8.1)

gey

Demostracion. Comparar con el Teorema y ver las referencias alli dadas. Por la
férmula ((5.8.1]) ver el Teorema 7.5.11, capitulo 7 §5 de [Bus92]. ]

Teorema 5.25 (Movimiento browniano en H/F).

Existe un proceso de Markov (M;);>¢ en H/F continuo y tal que

P(M, € E | My) = / pr(t, Xo,y)dy, para todo E C H/F boreleano. (5.8.2)
E

Llamamos Movimiento Browniano en H/F a cualquier proceso de Markov (M;):>o
que satisface [5.8.2]

Demostracion. Comparar con el Teorema [5.5] De hecho la prueba se simplifica de-
bido a que H/F es compacta. O
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CAPITULO 5. MOVIMIENTO BROWNIANO EN H

Notar que ahora que este Teorema sumado a la observacién implican,

Proposicién 5.26. Sea (X;);>o un Movimiento Browniano en H, entonces el proceso
(m(X¢))e>0 es un Movimiento Browniano en H/F.

Ademas vale la siguiente férmula

P.(X, € 7 Y(E)) = Pry(7(X;) € E), paratodo E C H/F, boreleano. (5.8.3)
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Capitulo 6

Discretizacion del Movimiento
Browniano

Como anunciamos, en este capitulo presentamos el método de discretizacién del
Movimiento Browniano. Resumimos su contenido en el siguiente lema, donde un
punto técnico de interés particular para este trabajo es el item 4.

Lema 6.1 (Discretizacién del Movimiento Browniano).

Sea (X¢)i>0 un Movimiento Browniano en H que parte de o, y I" un grupo fuchsiano
cocompacto. Existe R > 0 y una sucesion de tiempos de parada 71 < 75 < --- tales
que:

1. Casi seguramente 7,, < +00 para todo n.

2. Casi seguramente para cada n existe un unico elemento v, € I' tal que
dist(X,,,, 7m0) < R.

3. Definiendo g,, = v, ', la sucesién gy, ..., g, es iid..

4. El tiempo 71 tiene momento exponencial finito.

6.1. Demostracion del lema E

6.1.1. Construcciéon de los tiempos de parada

Fijemos o € H. Como I' es discreto podemos tomar R > 0 de manera que:

B(o,R) N B(yo,R) =0 si~y eI\ {id}.
Consideremos ahora 0 < r < R, en lo que sigue trabajaremos con

E = U B(y.o,R), y F = U B(y.0,7).

yerl yerl’
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Proposicién 6.2. £y F son conjuntos recurrentes, esto es, si (X¢)¢>o es un Mo-
vimiento Browniano en H entonces para todo z € H

P.(X; € E° para algin t > 0) = P,(X; € F para algint > 0) =1 (6.1.1)
Demostracion. Pongamos A = E° o F'y consideremos la funcion
ha(z) =P,(X; € A para algun t > 0).

Llamemos S = H/F, esta es una superficie de Riemann compacta. Como A es I'-
invariante, la funcién hy baja a S y define h : S — [0, 1].

Por un lado h =1 en 7(A) y lim._,9-(4) h(2) = 1. Por otro lado h4 es arménica en
A¢ (ver Lema [5.21)), y entonces h es arménica en S \ m(A)°. Como S es compacta
tiene que ser h = 1.

m
Definimos tiempos de parada auxiliares de la siguiente forma:

Sop = mfn{t > 0: Xt S (3E},
ent1 = min{t > s, : X, € F},
Spe1 = min{t > e, : X; € OF}.

Lema 6.3. s,,e, < 400 casi seguramente, para todo n.

Demostracion. Usamos la Proposicion y la propiedad de Markov fuerte (ver
Proposicién .
m

El problema con estos tiempos de parada es que no controlamos la distribucién de
X, dado X, , es importante en este punto que esta distribucién sea “uniforme”.
Para obtener este control, aplicamos un procedimiento denominado “aceptacion-
rechazo”[

Observacion 6.4. Sean 0 < r < R y E como antes, por el corolario [5.22 existe
C > 0 tal que

l < dﬂz,E

c - dﬁw,E

(u) <C,

para todos z,w € B(y.0,7) y u € dB(~.0,R), donde 7y € I" es cualquiera.

Ahora consideremos (U,,),, sucesion i.i.d. de variables aleatorias uniformes en [0, 1],
independientes de (X¢)¢>o. Llamemos 7, € I' al elemento que satisface X., €
OB(yn-0,1).

"https://en.wikipedia.org/wiki/Rejection_sampling
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A0, o
Lema 6.5. Condicionado a X, y al evento U, < 5(1?% L (Xs, ), la distribucién
Xens

de X, es uniforme. Precisamente

1 dﬁ n0,
P (X € A | U Cdﬁ;eh (Xsn), Xen) = B’yno,aB('yno,R)(A)~

Demostracion.
1 dﬂ o, FE
P(X A < — T (X X, | =
( Sn 6 | U CdﬁXan ( n)7 n)
1 d@ o, F )
P(X, €A U, <=—T"(X,) | X,
p(x, FIEE) 1K)
B 1 dﬁ o, F ) B
P(U, <=1 (X,) | Xe,
(025 TEE X

1 0
L (< g st

f P (Un < éjg;"w( )) dBx,, r(2)

dBy,.0,
fA dg’Yn E /BXen ( )

- 5 nO E(A)
d o, Tno,
fi T2 (25, 5(2)

. , k
Definimos entonces P, = ]l{Un< . dﬂ,mOE 5 (x,.)) y K, =min{k:) ;7 | P, =n}.

C dBx

Definicién 6.6. Los tiempos de parada (Tn)n buscados en el Lema estan dados
por 1o =0, 7, = sk, Vn > 1.

6.1.2. Items1y 2

Para ver que 7,, < 400 basta ver que K,, < 400 pues ya sabemos (Lema [6.3)) que
S, < 400 para todo n. Por un lado

1dﬁ o,F 1d6’y o,F
P(Ky>h)=P(U; > =222 (X,,),...,Up_1 > =—2L"27 (X,
(060> 1) = B(U1 > G G0 (), Uiy > G =2 X, )
1d5 o,FE
U - YhO, XS <
S Gt () <
1 1
<]P)(U1>E Uh1>ﬁ)§
1
S(l—@)h_l—ﬂ), con h — +o0.
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Por tanto, K7 < 400. Pero el mismo argumento concluye

1 e
P(Kn—H > h+Kn | Kn) < (1_5)}1 17

luego, por inducciéon obtenemos K, < 400 para todo n.

Para el item 2, notemos que por la continuidad de las trayectorias del Movimiento
Browniano y por definicion de los tiempos de parada

X., € 0E = | J 9B(yo, R)

vyel

Luego para cada n existe c.s. v, € I' tal que

d(ym0, X5,) = R.

6.1.3. Item 3

Como consecuencia del Lema [6.5] tenemos:

Corolario 6.7. P(X,, € A | 7k,) = By, 06(A)
Demostracion.

P(Xr, € A | vk,) =E(lix, ea | 7x,) =

(E(Lix,, ey | Kn, Xey,) | 15,) =
(Brino.8(A) | 1K) =

Bk, 08(A).

E
E

Definimos g,, = %—{i_lw{n para todo n > 1, donde 7y = id. Tenemos que

P(gn = 9) = P(vg._ X, € 9B(g.0, R)), para todo g € I'.

Consideremos entonces el proceso (Y;):>o dado por Y; = ygiilXTnfﬁt. Este proceso
es un Movimiento Browniano en H, independiente de (U, ),. Por tanto

Yoy VI?i,le’ tienen la misma distribucion,
donde 71 se define igual que 7 pero con el proceso (Y;):>o. Entonces

P(g, = g) = P(Y; € 9B(g.0, R)) =

— [ By < 0B(g0.R) | Yo = p)daly)
OB(o,R)
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donde i es la distribucion de Y. Como el Corolario|6.7/implica que esta distribucion
es exactamente 3, 5p(o,r), concluimos

P(gn = g) =

_/ ]P)(Y:r{ € aB<gO> R) | YE) = y)dﬁo,aB(O,R) (y> =
OB(o,R)

_ / P(X,, € 0B(g.0, R) | Xo = 2)dByomom () =
0B(o,R)

=P(g1 = g).

Este argumento muestra ademas que la distribucion de g, sélo depende del proceso
entre tiempos 7x, , v Tk, , por tanto se consigue también la independencia entre g,
Y gm Siempre que n # m.

6.1.4. Item 4

Vamos a ver que el tiempo de parada 7; tiene momento exponencial. Esto es,

Existe € > 0 tal que E(exp(em)) < +00. (6.1.2)

Para esto, basta ver que 7 — sy y sg tienen momento exponencial. A modo de
introduccién a la prueba, supongamos que 7 = s1. En este caso, s; — sg = (51 —
e1) + (ex — o), ahora dado X,

e1— so~7Tp:=min{t >0: X, € F},
de manera similar, dado X,
§1— €1 ~1g :{tZOXtEE)E}

Por tanto, el primer paso es probar los tiempos de parada a la derecha tienen momen-
to exponencial uniforme, es decir, que el exponente no depende de déonde comience
el proceso. El paso final consiste en probar que no se pierde el momento exponencial
mediante el proceso de “aceptacién-rechazo”.

Teorema 6.8. Fijemos o € H, 0 < r < R. Dado I" cocompacto tomemos

E = U B(y.o,R), y F = U B(y.o,7).

vyerl vyel

Entonces

1. Existe § > 0 tal que si ng = min{t > 0: X; € OE} entonces

E, (exp(0ni)) < K (6) < +o00, Vy € F.
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2. Existe € > 0 tal que si 77 = min{t > 0: X; € F'} entonces

E.(exp(eTr)) < Ks(e) < 400, Vz € JF.

Sera 1util para la prueba de este teorema caracterizar el momento exponencial finito
como decaimiento rapido de la cola de la distribucion.

En ambos casos veremos que la cola de la distribucion es ‘subgeométrica’; pues

Lema 6.9. Sea X v.a. no negativa. Entonces P(X > N) < C#V para C > 0,
0 € (0,1) siy sélo si X tiene momento exponencial finito.

Demostracion. Si X tiene momento exponencial finito el resultado es consecuencia

de la desigualdad de Markov,

E(exp(AX))
S Teon

El reciproco es una consecuencia de la formula
+oo
E(exp(AX)) = / P(exp(AX) > r)dr.
0

O

Demostracion. 1.: Por invariancia y el lema previo basta suponer y € B(o,7), y ver
que para algtn 6 € (0,1)

P,(nBory > N) <Y VN > 1,

probamos esto por inducciéon en N > 1.

Consideremos p : (0, +00) x H x H — R el nicleo del calor en H (ver seccién [5.1).
Por definicién del Movimiento Browniano en H (ver férmula [5.2.1)) tenemos,

Py(np(o,r) > 1) < Py(X1 € B(o, R)) =

= / p(1,y, z)dz.
B(o,R)

Por el Teorema [5.1] el mapa y — [ B(o.R) p(1,y, z)dz es continuo, ademds la Proposi-
cién 5.2 implica

/ p(l,y,2)dz < 1, Yy € B(o, R).
B(o,R)

Por tanto existe 6 € (0,1) tal que

Py (nB(o,r) > 1) < / p(1,y,2)dz <0 Vy € B(o, R). (6.1.3)
B(o,R)
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Supongamos entonces
Py(npo.m > N) <0V Vy € B(o,r), (6.1.4)
como tenemos
Py > N +1) =Py(no,r) > N +1 | n50,8) > N)Py(1800,8) > N),
por basta ver que
P,(B@ory > N +1 | ngor > N) <6 para todo y € B(o,r).
Esto es consecuencia de y de la propiedad de Markov:

Py, (nBo,r) > N +1 | npo,r) > N) =

<]1{WB(0 r)>N+1} | NB(o,R) > N>

:Ey ]l{XtEBoR ): t€[0,N+1]} | NB(o,R) > N>

Ey( Lix,eB(o.R): te0,1]} - - - Lix,eB(o,R): te[N,N+1]} | NB(o,R) > N)

l
&=

Il
&=

v\ Lix, neB(o,R): te[0,1]} | NB(o,R) > N)

Ey Ey ]I{XHNEB (o,R): t€[0,1]} ’ XN) ] NB(o,R) > N> =

y(]l{XtEB 0,R): te[N.N+1]} | B(o,R) > N)

v Exy ]l{XteB(o R): telo, 1]}) | MB(o,R) > N) =

=E, (PXN (nBo.m) > 1) | NB0R) > N) <.

O

2.: Esta parte es mas delicada, la idea es trabajar en el cociente, y aqui la compa-
cidad es de particular importancia para la prueba.

Fijemos x € OF, llamemos p = 7(z) y A = 7(F). Por la Proposicién el proceso
(M;)i>0 dado por M; = m(X;) es un Movimiento Browniano en H/F (ver Seccién
y en particular el Teorema [5.25).

La férmula ((5.8.3)) implica que
P,(rp > N) =P,(X, ¢ F, V¥t € [0, N]) =

—P,(M, ¢ A, Vt € [0, N)).
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Pongamos ay = P,(M,; ¢ A, Vt € [0, N]). El objetivo es probar que existe 6 € (0, 1)
tal que

AN+1

< < 1, para todo N > 1. (6.1.5)
an

Pues con esto resulta

a a a
P.(tg > N+1)=any1 = N TN Ly < 9N

any anN-1 Qo

que es lo que buscamos (ver Lema .

Para probar ((6.1.5) notemos primero que

ONHL P (M, ¢ A, V€ [0,N+1] | M, ¢ A, ¥t € [0, N]). (6.1.6)
an
Entonces para empezar tomemos la medida dada por pf,(U) = P,(My € U | M, ¢
AVt € [0, N]), esto es, uh es la distribucién de My condicionado a que (M;)i>o no
entr6 en A entre [0, N]. Obtenemos asi

a1 :/ P, (M, ¢ AVt € [N,N+1] | My = q)diis(q) =
an H/F

_ A/ P, (M, ¢ AVt € [0,1))du (),

donde la ultima igualdad es consecuencia de la propiedad de Markov.

Para lidiar con el integrando primero observamos que
P, (M, ¢ A, Vt e [0,1]) <P (M, ¢ A) Vit e 0,1], (6.1.7)
Por otro lado sabemos que (ver Teorema [5.25)

P,(M; ¢ A) = / pr(t, ¢, u)du,

(&

y por tanto fijado ¢ € (0,1) tenemos P (M; ¢ A) <1 para todo ¢ € H/F, ya que de
lo contrario

1= / pr(t,q,u)du, para algin q € H/F

lo que implica pr(Z, g, u) = 0 para todo u € A, que es absurdo por la positividad de
pr (ver Teorema [5.24)).

Como el mapa g — P,(M; ¢ A) es continuo y H/F es compacta, existe 0 < 6 < 1
tal que

IP’Q(M% ¢ A) <0 paratodo g € H/F.

Concluimos entonces

a
it A/ P,(M; ¢ A)dpyla) < 0 (Bg) =0 < 1.
I

an
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CAPITULO 6. DISCRETIZACION DEL MOVIMIENTO BROWNIANO

* So tiene momento exponencial

Esto es consecuencia del item 1 en el teorema [6.8] O

* 7| — Sg tiene momento exponencial
De la definicién se desprende que

E(exp(e(m — s9)) =

+oo
= Z E ( exp(e(s1-50)) Lyp =0} - - - exp(e(Sp-Sn—1))L{p,=0} exp(s(snﬂ—sn))]l{pn+1:1}) .
n=0

Consideremos la o-dlgebra F,, = c({X; : t < s,}, Py, ..., P,)), llamemos también
W, = exp(e(s1 — 50))Lip,=0} - - - €xP(e(Sn — Sn—1))L{p,=0}-
Condicionando a F,, obtenemos

E(Wnexp(e(sni1 = sn))1(p,0=1)) =

_ E(E(Wn exp(e(sns1 — 50)) (s | m) _

= E(WnE(exp(a(an - Sn)>]l{pn+1:1} | fn)) .
Lidiamos con el término a la derecha de W,,:

E<GXP(5(3n+1 - Sn))]l{Pn+1:1} | ]:”) S
1/2
< E(exp(25(3n+1 - Sn)) | fn) P(Pn-l-l =1 | ]:n))l/Q <

1/2
S E(eXp(25(8n+1 - Sn)) | fn) .

Queremos acotar uniformemente con n esta ultima expresiéon. Primero, si m,, es la
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distribucién de X,  tenemos

E(exp(e(snt1 — sn)) | Fu) =

_ /a B(exple(snn = 50)) | X, = )dm, @) =
= /8E E(exp(e((8n41 = €ny1) + (€ny1 = 5n)))) | Xs, = 2)dm,(z) <

= / E(exp(2e(spt1 — €ny1) | Xo, = x)l/Q
oF

E(exp(2e(ens1 — sn)) | X5, = 2)Y2dm,(x).

Por el teorema [6.§ para € > 0 suficientemente chico,
E(exp(2e(ent1 — sn)) | Xs, = @) = Ey(exp(2e7g)) < Ko(2€) < 400,
ademés

E(exp(2e(sns1 — ent1)) | Xs, =2) =

_ / E(exp(2e(enss — 50)) | Xy, = 2, Xo, = 2)dln(2) =
F

_ /F E. (exp(2enr))dla(2)

Luego haciendo € > 0 mas chico si hace falta, por el Teorema
E(exp(2e(snt1 — €nt1) | Fn) = Ki1(2¢€) < +o0.
Poniendo K = K; K, llegamos a

E(Wn eXp(g(Sn—I—l - Sn))]l{Pn-H:l}) S E(WH)K(2€)1/2

Aplicando el mismo argumento primero con F, 1, luego con F, o v asi (Fy :
o({X; : t < so})) y usando que P(P, = 0) < &z para todo k, obtenemos:

E(1V,) < E(W, 1)K (26)" 55 < (6.1.8)
< E(W,_»)K(2) (%)2 < (6.1.9)
<. < K(2€)H/2 (%)n (6.1.10)
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CAPITULO 6. DISCRETIZACION DEL MOVIMIENTO BROWNIANO

Concluyendo, notar que por convergencia dominada K(¢) — 1 cuando ¢ — 0. Por
lo que si € > 0 es tal que K (2¢)/? < C?,

E(exp(e(m1 — $0)) < ZK(Q&)"/2 (%)n < +o00.

n=0
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Capitulo 7

Demostracion del Teorema 4.1

Estamos ahora en condiciones de probar el teorema principal de este trabajo, el
Teorema [4.1} Nos dedicamos exclusivamente a esto en el resto del capitulo.

Consideremos los tiempos de parada (7,), y la sucesién (7, ), elementos de I" dados
por el lema [6.1] Por el item 3 de dicho lema sabemos que

Yn = G1--.Gn Yy la sucesion (gy,),>1 es ii.d.

La probabilidad p del Teorema [4.1] es

1(g9) = P(g1 = g), para todoy €I

* La medida visual v, es p-estacionaria.
Para ver esto llamemos z, = 7,.0, entonces la segunda condicién del Lema es
d(X,,,z) = d(X,,,-0) < R, para todon > 1 c.s.

Por otro lado 7, — 400 cuando n — +oo. Por tanto existe z,, = lim, 2z, y su
distribucion es v,, esto es

P(zoo € A) =Py tilin X, € A) = v,(A) para todo A C S' boreliano.
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Entonces

o vo(A) = (g.06)(A)plg) =

=Y Blgz € AP(gr = g) =
g9

- ZP(liranggl e gno €A |y =7)P(g1 = g)
g

Por otro lado g1 ...¢,.0 Y g2 ... gns1.0 tienen la misma distribucién, luego

P(lirrlnggl...gn € A) :P(liglnggQ...gnH.o €A =
:P(liyrlngl...gn.oeA | g1 =9) =
:P(ZOOGA |91:g)

Con esto y la cuenta anterior resulta

Lk Vo(A) = 1o(A), es decir, v, es p-estacionaria

* Momento exponencial de pu.

Para finalizar la demostracién del Teorema[d.I]debemos probar que p tiene momento
exponencial finito, esto es: existe € > 0 tal que

Z exp(e dist(o,v.0))u(y) < +o0.

Otra vez por la segunda condicién del Lema obtenemos:

Z exp(e dist(o0,v.0))u(y) < Elexp(e dist(o, X,,) + R)] <

< exp(eR)E[exp(e dist(o, X,))].
La cuarta condicién del Lema [6.1] es que 71 tiene momento exponencial finito. En-
tonces para terminar basta probar el siguiente resultado (notar que es un resultado

técnico sobre el Movimiento Browniano en H):
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Teorema 7.1. Sea (X;):>0 un Movimiento Browniano en H y 7 un tiempo de parada
con momento exponencial finito. Entonces dist(X, X;) tiene momento exponencial
finito.

Demostracion. Suponemos sin pérdida de generalidad que c.s. Xy = 0. Recordamos
que queremos encontrar £ > 0 tal que

E (exp(e dist (o, X;))) < 4oc.

Pongamos N = [7]. Es claro que N también tiene momento exponencial finito. Por
el Lema podemos tomar 6 € (0,1) y C’ > 0 tal que

P(N >n) < C'0" para todon > 1.
Ahora

E(exp(edist(o, X;))) < E(exp(edidm{X, : t € [0, N]})) =

=3 E(exp(ediam{X, : t € [0,n]})Lin_n}) <

n=1

+oo
< S E(exp(2edigm{X; : ¢ € [0,n]}) " E (Linem) ',

n=1

donde para la tltima desigualdad aplicamos Cauchy-Schwarz.

Notemos ahora que

diam{X; : t € [0,n]}] < didm{X,: ¢t € [0,1]} +--- + didm{ X, : t € [n — 1, n]},

ademds las variables aleatorias didm{X; : ¢t € [i — 1,4|} para i = 1,...,n son
independientes e idénticamente distribuidas, esto debido a la propiedad de Markov.
Por tanto

E(exp(edist(o, X;))) = ZE(exp(Qsdiém{Xt :t €0, 1]})n/2 P(N =n)"? <

n=1

+o00
< ST E(exp(2ediam{X, : ¢ € [0,1]})"7* P(N > n)"* <

n=1
+oo
< 'S E(exp(2ediam{X, : t € [0,1]}) 7672,
n=1

Por la Proposicion [5.13] existe 6 > 0 tal que

Elexp(ddidm{X; : t € [0, 1]}] < 400,
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de donde, por convergencia dominada podemos tomar 0 < ¢ < §/2 tal que
0 Elexp(2edidm{X; : t € [0,1]}] < 1,
finalmente se concluye

Elexp(e dist(o, X;))] < +o0.
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Apéndice A

Probabilidad

A.1. Esperanza condicional

Definimos la esperanza condicionada a una sub o-algebra y enunciamos algunas pro-
piedades elementales, referimos a [VarOl] capitulo 4 por méas detalles y las pruebas
respectivas.

Fijemos un espacio de probabilidad (2, P, F),

Definicién A.1. Dada una sub o-algebra G C F y una variable aleatoria integrable
X definimos la esperanza de X condicionada a G como

E(X | G) v.a. G-medible tal que E(14E(X | G)) = E(14X) para todo A € G.

La existencia y unicidad es ctp, y se obtiene como consecuencia del Teorema de
Radon-Nikodym.

Algunas propiedades que usaremos en este trabajo son:

Proposicion A.2.

1. Si X es G-medible E(X | G) = X.

2. E(E(X | §)) = E(X).

3. EAX +Y | G)=AE(X | G)+E(Y | G).

4. Si H es acotada y G medible, E(HX | G) = HE(X | G).
5. 5161 CGo, E(X | G) =EE(X | G) | G).

6. Si ¢ es una funcién convexa, E(6(X) | §) > ¢(E(X | G)).
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A.2. Procesos estocasticos
Fijemos un espacio de probabilidad (2, P, F), y S un espacio polaco (metrizable con

base numerable).

Definicién A.3.

» Un proceso estocéstico a tiempo continuo en S es (X;)i>o tal que X : Q — S
es medible para todo ¢ > 0.

» Un proceso estocéstico a tiempo discreto en S es (X,),>0 tal que X,, : Q@ — S
es medible para todo ¢t > 0.

Definicién A.4. Un proceso estocéstico (X;);>o se dice continuo (cadlag) sit — X;
es continuo (cadlag) c.s.

Definicién A.5.

Una filtracién es (F;), tal que F; C F; C F para todos s < t.

Decimos que un proceso (X;):i>o estd adaptado a la filtracion (F;)i>o si Xy es
Fi-medible para todo t > 0.

Un proceso X = (X;);>0 induce una filtracion natural que denotamos por
(FX)i=0 = o(Xs : 0 < s < t). Todo proceso estd adaptado a su filtracién
natural.

Las definiciones en el caso discreto son analogas.

A.3. Martingalas

A.3.1. Tiempo discreto

Comenzamos introduciendo martingalas en tiempo discreto. Referencias para esta
seccién son [BEK04] y [Wil91].

Fijemos (€2, F,P) espacio de probabilidad, en esta seccién trabajaremos con procesos
a tiempo discreto (X,,),, i.e., cada X, : Q@ — R es medible.

Definicién A.6. Si (X,,), es un proceso adaptado a una filtracion (F,),, y X, es
integrable para todo n > 0, decimos que

- (X,)n es un martingala si E(X, 11 | F,) = X,
- (X,)n es un submartingala si (X, | F) > X,
- (X,)n es un supermartingala si E(X, 11 | Fn) < X,

Ejemplo A.7.
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1. Dada X € L'(Q,P) y una filtracién (F,),, el proceso dado por X,, = E(X | F)

es una martingala.
2. Sea (Z,)n, consideramos F,, = o(Zy, ..., Zy,). Si tenemos

= 7, integrable para todo n > 0,
= 7, centrada, ie., E(Z,) =0,y
» E(Z,41 | ) =0 para todon > 1

Entonces el proceso dado por X,, = >"}_, Z; es una martingala.

3. Sea (Z,)n, consideramos F,, = o(Zy, ..., Zy,). Si tenemos

» (Z,)n> independiente
» 7o=0,y Z, >0 para todon > 1.
» E(Z;) =1 para todo n > 1.

Entonces el proceso dado por Xy =1, X,, = Z; ... Z, es una martingala.

Resumimos en la siguiente proposicién algunas propiedades claves.

Proposicién A.8. Sea (X,,), una martingala respecto de la filtracién (F,),.

1. E(X,yx | Fn) = X, para todos n, k > 0.
2. E(X,) = E(X,) para todo n > 0.

3. Si ¢ : R — R es una funcién convexa, y ¢(X,) es integrable, el proceso
(p(Xy))n es una submartingala.

Demostracion.

1. Dado n > 0, hacemos induccién en k.

n k= O:HE()(n |.7%) ::)(nﬂﬂ(l |.7}) =X,.
. E(Xn+k+1 | ]:n) = E(E(Xn+k+1 | ]:n+k) | }—n) = E(XnJrk ’ Jrn) = Xy

2. E(X,) =E[EX, | ) =EEEX, | Fo1) | Fo) =
= E(E(X,—1 | Fo)) = E(Xo).

3. E(p(Xns1) | Fn) = ©(E(Xpt1 | Fn) = ¢(X,), donde aplicamos la desigual-
dad de Jensen para esperanzas condicionales.

]

Teorema A.9 (Desigualdad de Doob). Si (X,,), es una submartingala positiva,

tenemos ,
E (( sup Xj> ) < AE(X?)
0<j<n
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Demostracion. Ver Corolario 5.3 en [Var(1]. O

Exponemos ahora algunos teoremas de convergencia de martingalas.

Teorema A.10. Sea (X,,), una martingala tal que X,, € L?(Q,P) para todo n > 0.
1. Los incrementos A, X = X,, — X,,_; son ortogonales en L?(Q, P):
E(A,XA,,X)=0 paran # m.
2. Si (X,,), es acotada en L?(£2,P), esto es: sup, E(X?) < +o0, entonces

lim X,, = X en L*(Q,P) y casi seguramente.

1
3. Si se tiene que 3% —E((A,X)?) < 400, entonces
n=1 TL2

’ n .
lim — = 0 casi seguramente.
non

Demostracion.

1. Sean n # m, supongamos n < m. Resulta entonce que A, es F,,_1-medible y

por tanto:
E(A,XA,X)=EA,XE(A,X | F1)).

Pero por definicién de martingala: E(A,, X | Fp—1) = 0.
2. Notemos que X,, = Xo+ > ,_; A, X. Luego por el item anterior,

1 X0 = Xall3 =D [|AX]]3. (A.3.1)
k=n

Si la serie de la derecha es convergente, (X,,), es de Cauchy en L?(Q2,P) y por
tanto converge en L?(£2,P).

Llamemos C = sup,, E(X?) < 400, luego || X,, — X,.||5 < 4C? para todos m, n.

Entonces por [A.3.]]

+00
2 2
> IlARX][5 < 4C?,
k=1
al ser ésta una serie de términos positivos, tiene que ser convergente.
Para ver que (X,,),, converge casi seguramente, usamos la desigualdad de Doob
A9

E (<sup X, —Xi|>2) <E (<sup|xi X[+ sup X, —w) <

i,j7>n >n >n

<28 (sup X, - X,))?) -

>n

=2 lim E(( sup |Xi—Xn\)2) <

N—+400 N>i>n

<8 lim E(|Xy— X,

N—+400
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Como (X,,), converge en L*(Q,P) concluimos que
E ((sup | X; — XZ-])Q) — 0.
©,j>n

Por tanto, (X,), converge casi seguramente, el limite tiene que ser el mismo
que el de la convergencia en L*(Q, P).

3. Para este resultado haremos uso del siguiente lema:

Lema A.11. (Kronecker) Sea (z,), una sucesién de nimeros reales,

Prueba del lema. Llamemos s, = >/’ | Z& y notemos que xj = k(s — sp_1).
Luego

n—1

1 & 1 & 1 1 &
—_ = — k‘ —_ _ = — n— =S, — — ,
" 521 T " 321 (Sk — Sk—1) n(ns Sk) =8 " 521 Sj

1

£
Il

Pero como la sucesion s, converge, su promedio converge al mismo valor, por
tanto el ultimo término converge a cero.

]

Llamemos S, = >_;_; 1A,X, por el ftem 1 y por hipétesis

n

B(5) = 3 HE((AX)) < Y gE(AX)) < oo

k=1
Denotemos Z; = %AkX, luego
= B(|Z]) < (B Xk]) +E(|X5]) < oo,
» E(Zy) =0,y
» E(Zk1 | Fi) =0,

por lo que S, es una martingala (ver [A.7). Por el item 2, S,, converge c.s.,
luego podemos aplicar el lema de Kronecker para concluir que

n

X X, — Xo 1 _
lim — = lim ——— = lim — E ApX =0, casi seguramente.
n—+o0o N n—-+00 n n—+oo N 1
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A.3.2. Tiempo continuo

Fijemos otra vez (€2, F,P) espacio de probabilidad, ahora trabajaremos con procesos
a tiempo continuo (X;);>o.

Definicién A.12. Si (X;);>¢ es un proceso adaptado a una filtracion (F;)i>o, v Xt
es integrable para todo ¢ > 0, decimos que

- (Xt)i>0 es un martingala si E(X; | Fs) = X, para todos 0 < s < t.
- (X¢)t>0 es un submartingala si E(X; | Fs) > X para todos 0 < s < t.
- (Xt)t>0 es un supermartingala si E(X; | Fs) < X, para todos 0 < s < t.

Algunos resultados clasicos que utilizamos en el trabajo son los siguientes.

Teorema A.13 (Teorema de parada opcional).
Sea (X;);>0 una martingala continua y 7 > 0 tiempo de parada tal que |X;a,| < X
donde E(|X|) < +o00, entonces

E(X, | Fo) = X, en particular E(X,) = E(X)).

Teorema A.14 (Desigualdad de Doob).
Sea (X;);>0 una martingala continua y 1 < p < 400, entonces

1

para todo € > 0 E( sup | Xy| > 5) < —E(|X(T)|p). (A.3.2)
0<t<T ep

Demostracion. Ver [Borl7] Capitulo 1 Corolario 5.2. O

Teorema A.15. Sea (X;);>p una martingala tal que Supt>0E(|X(t)|) < +00.

Entonces existe X, tal que limi> X; = X, ademds E(] Xoo|) < +o00.

Demostracion. Ver [Borl7] Capitulo 1 Corolario 5.4. O

A.4. Movimiento Browniano en R?

Definicién A.16. Un Movimiento Browniano en R es (B;)>o tal que

1. Para todos 0 <ty < -+ <4 las variables aleatorias By, — By, ..., By
son independientes.

Btd 1

4 —

2. B, — By ~ N(0,t — s) para todos 0 < s < t.

3. (Bt)i>0 es continuo, esto es, t — By es continuo c.s.
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Observacion A.17. Una prueba de la existencia de dicho proceso se puede ver por
ejemplo en [MP10] o [Bil68]. En ambos casos se construye primero lo que denomi-
naremos Movimiento Browniano estandar que es el caso especial By = 0 c.s. Dado
un Movimiento Browniano estandar (B;);>¢ y una variable aleatoria B cualquiera
(B; + B);>o resulta un Movimiento Browniano con By = B.

Referimos a [Bor17], [MP10] por propiedades basicas de este proceso. En lo que sigue
listamos algunas que seran de utilidad para este trabajo.

Proposicién A.18. Si (B;);>¢ es un Movimiento Browniano, (—B;):>o también es
un Movimiento Browniano.

Proposicién A.19 (Ley fuerte de los grandes nimeros).

: Bt t—+
Casi seguramente  — /0.

Recordemos que la filtracién natural asociada a un proceso B = (B;);>o es (F)io
donde FP = o(B, : u € [0,t]).

Proposiciéon A.20 (Propiedad de Markov débil).
Sea (B¢)i>o un Movimiento Browniano, para todo s > 0 el proceso (Byys — Bs)i>o0
es un Browniano estdndar independiente de F5.

Proposicién A.21 (Propiedad de Markov fuerte).

Sea (B¢)t>0 un browniano y 7 un tiempo de parada respecto de la filtracién natural
que es c.s. finito, entonces el proceso (Brit — B;)i>0 €s un browniano estdndar
independiente de FZ.

Proposiciéon A.22. Sea (B;);>o un Movimiento Browniano tal que E(|By|) < +o0.
Entonces (By);>0 es una martingala respecto de la filtraciéon natural.

Definicién A.23 (Browniano en R%).
Un Movimiento Browniano en R? es (B;)>o tal que B, = (B},...,Bd), donde
(BY)i>0, - - -, (B3);>0 son Brownianos independientes.

A.4.1. Tiempos de salida

En esta seccion presentamos algunos resultados relevantes para este trabajo sobre
la distribucion de los tiempos de salida del Movimiento Browniano. Un resultado de
particular interés para este trabajo es la proposicién [A.27]

Fijemos en lo que sigue un Movimiento Browniano (B;);>¢, definimos los tiempos
de parada

7, =mf{t >0: |By =r} parar >0, (A.4.1)
T,=mf{t >0: B,=a} paraaeR (A.4.2)
Observacién A.24. Notar que

1. 7 = min{T,,T_.}.
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2. {max{B; : s € [0,t]} > r} ={T, <t}
3. {méx{|Bs| : s € [0,t]} > r} = {7 <t}
Proposiciéon A.25. Sea (B;);>o un browniano estandar, si r > 0 tenemos
P(T, < t) = P(méx{B, : s € [0, 4]} > r) = 2P(B, > 7). (A.4.3)
Demostracion. Ver teorema 2.21 [MP10]. O

Observacion A.26. Resulta de esta proposicién (ver observacién 2.22 en [MP10])
que para (By):>o browniano estandar

Y (A4.4)

Por la proposicién resulta también
V2t 7

P(T_, <t)< - A45
(T <)< L ep(-L) (A45)
Luego concluimos por la observacién que
2v/2t >
P(méx{|Bs| : s € [0,t]} >7) =P(r, <t) < \/_exp(—;—t). (A.4.6)
/T
Proposicién A.27. Sea (B;):>o un browniano estandar, tenemos
P(m[éx}ﬂBs — s} >7r) <O(e™™) (A.4.7)
s€|0,t

Demostracion. Consideremos el proceso (E)SE[OJ] dado por B, = B, — s. Este no es
un Movimiento Browniano en (2, P, F) pero por el teorema de Girsanov (ver [Borl7]
Teorema 10.1 capitulo 2) si lo es en (2, P, F) donde PP estda dada por

dP t

dIP’ = eXP(Bt - 5)

Luego

P (max{|B —s|} > r> —
s€|0,t

= Ep (hméxsem,ﬂ{\Bs—s\}zr}) =

1
(1{méxs€[0,t]{383}>r} eXp (_Bt + §t)) -

. —t
B (1{méxse[o,ﬂ{\§s\}2r} eXp(_Bt)) exp (7) <

IN
ﬁ

1 1 —t
2
(Lt qmnan) Bs (exp(-2B))” eXP( 5 ) <
1
2

P (B} ) s (exp(-25)) " expl—5).

I/\
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Tenemos entonces por (A.4.6) que

702

_ _ i o
P ax{|Bs|} > < — ——).
(mixliB =) < o=

4t

Ademés, como bajo P tenemos B, ~ N(0,t) concluimos

Es (exp(—fé;))é = exp(t).

Concluimos asi

P méx{|Bs — s} > 7 ) < ——=* exp(——)-
( ) VT 4t

s€[0,t]

A.5. Procesos de Markov

Fijemos (€2, F,P) espacio de probabilidad y S un espacio polaco (métrico, completo
y separable). En lo que sigue denotamos por

» B(S) o-dlgebra de borel de S.
» B(S)={f:S— R: medible borel y acotada}.

» La filtracién natural asociada a un proceso estocdstico X = (X;)i>o es (F/¥)>o
dada por FX = o(X, :u € [0,t]).

Definicién A.28. Decimos que un proceso estocastico (X¢)i>o es un proceso de
Markov respecto de una filtracion (F;):>o si

E(f(Xos) | F) = E(f(Xess) | X)), Vt,s>0, f € B(S). (A.5.1)

La propiedad (A.5.2) aplicada a funciones caracteristicas resulta en
P(Xt+s ek | .;Ct) = P(Xt—i-s ek | Xt), Vt,s 2 O, E e B(S) (A52)

Esto se entiende cominmente como: el estado del proceso a partir de tiempo ¢t
depende solamente del azar y del estado en tiempo t. En este sentido, para construir
procesos de Markov es natural considerar un estado de partida o distribucion inicial
y luego establecer las transiciones del proceso.

Definicién A.29. Una probabilidad de transicién en S es 7 : [0, +00] X S x B(S) —
[0,1] tal que

1. 7(t,z,-) es una medida de probabilidad en S.
2. 1(0,x,-) = d,.
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3. m(+,+, F) es medible borel en [0, +o0] x S y acotada.
4. ﬂ-(t + S, T, E) = fS 7T(87 Y, E)dﬂ—(ta €, y)

Decimos que un proceso de Markov (X;)¢>o respecto de una filtracién (F)i>o tiene
probabilidades de transicion 7 si

E(f(Xops) \]—"t):/sf(y)dw(s,Xt,y), Vt,s >0, f € B(S). (A.5.3)

Para funciones caracteristicas resulta
P(Xys € B | F) =7(s, X, E), Vt,s >0, E € B(S). (A.5.4)

Teorema A.30. Sea 7 una probabilidad de transicion en S y v probabilidad en
S cualquiera. Existe entonces un proceso de Markov (X;);>o con probabilidad de
transicién 7 y distribucién inicial v.

Demostracion. Ver capitulo 4, Teorema 1.1 de [EK86]. Notar que asumimos que S
es polaco. O

A.5.1. Semigrupos

Notamos que Cy(S) = {f : S — R : continua y tal que lim, , f(z) = 0} es un
espacio de Banach con la norma del supremo

1 flloe = sup{[f(z)] - = € S}.

Definicién A.31. Un C%semigrupo en Cy(S) es una familia (P;);>¢ de operadores
acotados en Cy(S) tal que

L] POIId
'Pt—l—s:F)tPs:PsPt
s [|Pf = flloo =% 0, para toda f € Co(S).

Observacion A.32. Una probabilidad de transicion 7 define un semigrupo median-
te

Pof(x) = / f(y)dn(t, z.,y). (A55)

En este caso ||P|| < 1 para todo ¢ > 0. Un C°-semigrupo con dicha propiedad se
dice contractivo.

Nos interesa establecer bajo qué condiciones un C°-semigrupo determina un proceso
de Markov, a esto apuntamos en lo que sigue. Esto es de particular importancia para
este trabajo pues es de esta manera que elegimos definir el Movimiento Browniano
en H en el capitulo 5.
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Definicién A.33. Un semigrupo (P;):>o en B(S) se dice de Feller si se satisfacen:

—_

. ||P]| <1 (contractibilidad).
2. f>0 = P,f >0 (positividad).
3. P1=1.

W

. (P)¢>0 es un C%semigrupo en Cy(S).
Teorema A.34. Sea (P,);>o un semigrupo de Feller en S tal que

1
lir]% ;Pt(]lB(m)c)(x) =0, paratodox €S, ye>0. (A.5.6)
—

Entonces para toda v probabilidad en S existe un proceso de Markov (X;);>¢ tal
que

1. XO ~ UV
2. E(f(Xiws) | FY) = P(f(Xy))

3. t — X, es continuo c.s.
Demostracion. Ver capitulo 4, proposicién 2.4 y 2.9 en [EKS86] H

O

Observacion A.35. Como consecuencia del teorema previo, una probabilidad v en
Sy un semigrupo de Feller (P;);>¢ determinan una medida en C(]0, +0), S), esta
es la distribucién del proceso (X;);>¢ en dicho teorema.

Dado E C C([0,400),S) boreleano definimos
P,(E) =P((X¢)>0 inE), y
E,(f) = E(f((Xt)e=0)),

donde (X;);>o satisface X ~ v. Cuando v = ¢, escribimos P, = Ps, v E, = E;,

A.5.2. Propiedad de Markov fuerte

Definicién A.36. Decimos que un proceso (X;);>o tiene la propiedad de Markov
fuerte si para todo tiempo de parada 7 respecto de la filtracién (F/¥);>o que es c.s.
finito tenemos

E(f(Xir) | FX) = P(f)(X,) para todo t > 0. (A5.7)

Teorema A.37. (Propiedad de Markov fuerte) Sea (X;);>o dado por el teorema
A.34] se tiene que (X;);>o tiene la propiedad de Markov fuerte.

Més atin dado 7 tiempo de parada respecto de (F;*);>q que es c.s. finito

E(f(Xi)e=0) | F7) = Ex, (f) (A.5.8)
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Demostracion. Que tiene la propiedad de Markov fuerte es consecuencia del Teorema
2.7 en el capitulo 4 de [EK86]. Por una prueba de la férmula ver [EK80]

Proposicién 1.5, capitulo 4.

O
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